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23. Koordinatentransformation und Invarianz von Bewegungsgleichungen (9 Punkte)

(a) Zeige, dass die Wellengleichung
(∂2

x − ∂2
ct)f(x, t) = 0

nicht invariant unter der Gallileitransformation
(

x′

ct′

)
=

(
1 −v/c
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) (
x
ct

)

ist. Welche zusätzlichen Terme treten in der transformierten Gleichung auf? Was bedeutet das
für die Elektrodynamik?

(b) Es sei D eine Orthogonalmatrix mit Matrixelementen Dij (dann ist definitionsgemäß DijDik = δjk

(Summenkonvention!)). D erzeugt eine Koordinatentransformation x′i = Dijxj . Zeige, dass die
Maxwellschen Geleichungen invariant unter dieser Transformation sind!
Hinweis: Zeige zunächst, dass εlmnDilDjmDkn = εijk ist!

(c) Es sei nun x0 = ct, x1 = x, x2 = y und x3 = z. Ferner sei

ηαβ =





+1 α = β = 1, 2, 3
−1 α = β = 0

0 sonst

Wir wollen eine allgemeine Transformation der Form (x0, x1, x2, x3) → (x′0, x′1, x′2, x′3) betrach-
ten. Die Transformation sei nicht singulär (zweimal stetig differenzierbar und überall invertierbar)
und erfülle die Gleichung

ηγδ = ηαβ
∂x′α

∂xγ

∂x′β

∂xδ
.

Zeige, dass die Transformation dann notwendig affin, d.h. von der Form

x′α = Λα
βxβ + aα

mit Koordinatenunabhängigen Λα
β und aα ist!



24. Elektromagnetisches Feld einer bewegten Punktladung (9 Punkte)

Eine Punktladung q bewege sich längs einer Bahnkurve ~x0(t). Ausgehend von den Liénard-Wiechert-
Potentialen (

ϕ(~x, t)
~A(~x, t)

)
=

q

r0(1− ~n · ~β)

(
1
~β

)
.

soll nun das ~E-Feld berechnet werden: ~E = −~∇ϕ− ~̇A/c.

(a) Seien
~r0 = ~x− ~x0(t0), r0 = |~r0|, ~n = ~r0/r0, ~v = ~̇x0(t0), ~β = ~v/c, β = |~β|

und t0 die durch t0 = t−r0/c implizit bestimmte retardierte Zeit. Zeige, dass folgende Relationen
erfüllt sind:

~∇r0 = −c~∇t0, ~∇(~r0 · ~v) = ~v − v2~∇t0, ṙ0 = c(1− ṫ0), ~̇r0 = −~vṫ0

c~∇t0 = − ~n

1− ~n · ~β
, ṫ0 =

1

1− ~n · ~β
.

(b) Zeige, dass sich für konstante Geschwindigkeiten, d.h. ~v = d
dt~x0(t) = konst., folgende Formel

ergibt:

~E(~x, t) =
q(1− β2)

r2
0

~n− ~β

(1− ~n · ~β)3
. (1)

(c) Berechne nun das ~E-Feld für den Fall beschleunigter Bewegung, d.h. d
dt~v 6= 0. Zeige, dass der

Term in Formel (1) um den Term

q

cr0

~n× [(~n− ~β)× ~̇β]

(1− ~n · ~β)3

ergänzt werden muss. Welcher Term dominiert im Fernfeld?


