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10. Multipole (6 Punkte)

11

In der Vorlesung wurde die allgemeine Formel fiir die asymptotische Form des Potentials einer La-
dungsverteilung fiir grofie Entfernungen r = |Z| von den Ladungen hergeleitet:
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Der Koeffizient des n-ten Terms dieser Summe ist eine Tensor (n — 1)-ter Stufe, dessen Elemente Inte-
grale iiber die Ladungsdichte, multipliziert mit einem homogenen, harmonischen und symmetrischen
Polynom, sind.

(a) Zeige, dass das Dipolmoment unabhingig von der Wahl des Koordinatenursprungs ist, wenn die
Gesamtladung ¢ verschwindet.

(b) Beweise folgende Aussage: Sind die Ladungen beziiglich einer Achse spiegel- oder roationssymme-
trisch verteilt, so ist diese Achse eine Hauptachse des Quadrupoltensors. Ist die Symmetrieachse
mindestens dreizihlig, so ist der Quadrupoltensor diagonal in jedem Koordinatensystem, das diese
Achse als z-Achse enthilt. In einem solchen Koordinatensystem gilt fiir die Diagonalelemente
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(¢) Bestimme den Quadrupoltensor einer homogen geladenen Kreisscheibe mit Radius R (Flichenla-
dungsdichte o).

(d) Bestimme die allgemeine Formel fiir den Oktupoltensor und priife nach, ob das ihn definierende
Polynom harmonisch ist.

. Linearer Quadrupol (6 Punkte)

Drei Punktladungen seien linear angeordnet. Die Ladung der beiden dufleren Punkte sei ¢, die des
mittleren —2¢. Der Abstand der &ufleren Punkte zum mittleren sei jeweils a. Wie lautet das Potential
¢(Z) in einem Koordinatensystem, in dem die Ladungsverteilung auf der z-Achse symmetrisch um
z = 0 liegt? Zeige, dass sich das Ergebnis fiir » = |#| > a durch r und den Winkel ¢ zwischen & und
der z-Achse in der Form
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mit geraden Polynomen Ps; ausdriicken lédsst. Bestimme P» explizit. Wie lautet das Potential im Grenz-
fall @ — 0, ¢ — oo bei konstatem Q = ga??



12. Streufeld (6 Punkte)

Betrachte zwei unendlich in die linke zy-Halbebene ausgedehnte, homogen geladene Platten bei z = +a,
a > 0. Die Flachenladungsdichte der beiden Platten sei konstant bis zum Rand hin und gleich o auf
der unteren und —o auf der oberen Platte.

(a) Zeige, dass sich das elektrostatische Potential in folgender Form schreiben ldsst:
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(b) Untersuche die fithrende Asymptotik des Potentials fiir x > |z|,a und skizziere die zugehérigen
Aquipotentialflichen.

(c¢) Berechne das elektrische Feld unter Zuhilfenahme der Formel

arctan (;) = 7 sign(r) — arctan(r) (5)

explizit und diskutiere die Grenzfille +2 > |z|, a.



13. Selbstenergie (6 Punkte)

Die Energie von N wechselwirkenden Punktladungen ¢; bei Z;, i = 1,..., N ist gegeben durch
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Nach Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung lisst sich die Energie auch iiber das von
den Ladungen erzeugte Feld berechnen (sieche Vorlesung):
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(a) Der Gedanke, die letzte Formel wieder auf ein System von Punktladungen anzuwenden, liegt
nahe. Es zeigt sich jedoch schon fiir eine einzelne Punktladung, dass das Ergebnis nicht mehr mit
dem aus der urspriinglichen Formel gewonnenen iibereinstimmt. Es ist U = 0 # U. Hier soll die
Bedeutung dieses Unterschieds untersucht werden. Berechne dazu zuniichst die Energie U (R) des
Feldes einer homogen geladenen Kugel (# homogen geladene Kugelschale!) vom Radius R und
betrachte sodann den Grenzfall R — 0.

(b) Welcher Elektronenradius R ergibt sich, wenn man U(R) gleich der Ruheenergie mc? des Elektrons
setzt?

(c) Die divergierende Energie der Punktladungen wird Selbstenergie genannt. Subtrahiere in geeigne-
ter Weise die Selbstenergie von der Energie U eines Systems zweier Punktladungen und vergleiche
das Ergebnis mit dem entsprechenden Wert von U.



