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1. Laguerre-Polynome (12)
Betrachte die gewöhnlichen Laguerre-Polynome

Ln (x) =
ex

n!

dn

dxn
xne−x, n ∈ N0

und die erzeugende Funktion

w (x, t) =
e

xt
t−1

1− t
, t ∈ R, |t| < 1.

(a) Zeige, dass w (x, t) geschrieben werden kann als

w (x, t) =
∞∑

n=0

Ln (x) t
n.

Hinweis: Nutze hierfür die Relationen

1

(1− x)
k+1

=

∞∑
n=0

(
n+ k
n

)
xn, k ∈ N0, |x| < 1,

l∑
n=0

n∑
k=0

akbn−k =

l∑
k=0

ak

l−k∑
r=0

br, aj , bj ∈ R, l ∈ N0.

(b) Leite w (x, t) nach t ab und zeige die Rekursionsformel

(n+ 1)Ln+1 (x)− (2n+ 1− x)Ln (x) + nLn−1 (x) = 0.

(c) Leite Ln (x) nach x ab und zeige die Rekursionsformel

L′n (x)− L′n−1 (x) + Ln−1 (x) = 0.

(d) Leite nun die Laguerre-Differentialgleichung

xL′′n (x) + (1− x)L′n (x) + nLn (x) = 0

her.
(e) Leite diese Differentialgleichung nun nach x ab. Was für eine Differentialgleichung folgt hieraus? Wiederhole

diesen Prozess nun k-mal und leite dadurch eine Differentialgleichung für die zugeordneten Laguerre-
Polynome

Lk
n (x) = (−1)k dk

dxk
Ln+k (x)

her.

2. Virialsatz, Kommutatoren etc. (4)

(a) Zeige für einen Hamiltonoperator H =
~P 2

2m + V (~x)

[H,~x] =
~
im

~P , [~P ,H] =
~
i
~∇V .

(b) Überzeugen Sie sich von
1

r

∂2

∂r2
rf =

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
f =

1

r2
∂

∂r
r2

∂

∂r
f .
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