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1. Der eindimensionale harmonische Oszillator(8)

(a) Zeige für die Operatoren b, b† mit der Kommutatorrelation [b, b†] = 1 die folgenden Beziehungen
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)n
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)
, für n ∈ N0 , (1a)
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. (1b)

Wende hierzu vollständige Induktion an und benutze für (1a) u.a.
(
b†b− j

)
b = b

(
b†b− j− 1

)
oder (1.102b)

der Vorlesung, und für (1b)
(
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)
b† = b†

(
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)
. Warum gelten diese Relationen?

(b) Mit (1a) ist nun auch die Behauptung der Vorlesung nach (1.101) “die linke Seite kann als P
(
b†b
)

geschrieben werden, wobei P (.) ein Polynom ist” bewiesen. Benutze (1b) um die Normierung der in der
Vorlesung konstruierten Eigenzustände wie (1.105) zu zeigen. Zeige zunächst, daß φ0 wie in (1.93) gegeben
normiert ist
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. (2)

Zeige nun für φ̃n :=
(
b†
)n
φ0, daß

〈φ̃n|φ̃n〉 = n! , (3)

und begründe, daß (1.105) korrekt normiert ist.

2. Der eindimensionale Potentialwall(4)
Zeige die in der Vorlesung zu 0 < E < V0 gemachten Aussagen (1.81) und (1.82).

3. Die Spektralschar(8)
Um uns mit dem Konzept der Spektralschar vertraut zu machen, betrachten wir hier denn Fall des selbstad-
jungierten Operators A = X, dem Ortsoperator (in einer Raumdimension).

(a) Sei a ∈ R beliebig. Wir wollen jeder Funktion ψ ∈ L2(R) eine Funktion ψa ∈ L2(R) zuordnen durch

ψa(x) =

{
ψ(x), für x < a

0, für x ≥ a
(4)

Diese Abbildung nennen wir E(a), d.h.

E(a) : L2(R)→ L2(R) (5a)
ψ 7→ ψa . (5b)

Zeige, daß E(a) für a beliebig aus R eine Spektralschar ist, u.a. gehört dazu, daß jedes E(a) selbstadjungiert
ist, E(a)E(b) = E(b)E(a) = E(a) für alle a, b ∈ R mit a < b, E(−∞) = 0, E(∞) = 1 (=id), sowie
linksseitige Stetigkeit gilt.

(b) Zeige nun die Spektradarstellung von X mittels E(a)

X =

ˆ ∞
−∞

a dE(a) bzw. 〈ψ|X|ψ〉 =
ˆ ∞
−∞

a dEψ(a) mit Eψ(a) = 〈ψ|E(a)|ψ〉 , (6)

Tipp: Zeige, daß dEψ(a) = |ψ(a)|2da.
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