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1 Einfiihrung in die Grundbegriffe der Quantenmechanik

1.1 Stellung der QM im Gebiude der (Theoretischen) Physik

1.2 Die Quantennatur des Lichtes

1.3 Die Wellennatur der klassischen Teilchen: Die Wellenfunktion
1.4 Die Schrédingergleichung

1.5 Einige einfache Folgerungen aus der Schrodingergleichung

1.6 Hilbert-Riaume

Wir haben gesehen, dafl (Wellen-) Funktionen physikalische Systeme beschreiben und Betrags-
quadrate die Wahrscheinlichkeiten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten fiir Meiprozesse darstellen.
Insbesondere sollten die Integrale iiber [¢|* fiir alle physikalisch relevanten Funktionen exi-
stieren. Derartige Funktionen bilden die Menge der quadratintegrablen Funktionen £2. Wir
betrachten zumeist den £2(R3, C) aber auch allgemeiner £2(R%, C) oder £2(M, C), also die qua-
dratintegrablen Funktionen auf (einer Teilmenge M von) R? mit Funktionswerten im Kérper
C. (Der allgemeinste Fall betrifft Funktionen auf einem R? in einen C" mit zu Grunde liegen-
dem Korper C.)

In der Funktionalanalysis stellt man zunichst fest, dal £*(M,C) einen linearen Raum bzw.
Vektorraum bildet

f,ge L2(M,C) = f+gundafecL*(M,C) (acC), (1.1)

und es gelten die iiblichen Regeln fiir Vektorrdume. Dann stellt man fest, dafl

(o) = [ daf @g(a). (1.2
M
ein Skalarprodukt definiert. (In der Mathematik ist (g, f) eine tibliche Notation.)
Es gilt
Linearitat: (fla1gy + azg2) = a1 (f]g1) + az(f|g2),
Hermitizitat: (flg)" = {alf),

Positivitédt (pos. Definitheit): (f|f) >0, =0« f=0.

Man arbeitet tatséchlich mit Aquivalenzklassen, d.h. fi, f» gehdren genau dann in eine
Klasse, wenn [ d®z|fy — fol> = 0. £? ist daher keine Menge von Funktionen, sondern von
Aquivalenzklassen.

Das Skalarprodukt (.|.) ist im ersten Argument anti-linear

(arf1 + azfolg) = (glarfi + asfo)” = (ar(glfi) + aa(glfo))” = al(filg) + a5(f2|g) - (1.3)



Ein positiv definites Skalarprodukt kann man immer dazu benutzen, eine Norm (und damit eine

Topologie) zu definieren
I ll= V<L) (1.4)

mit den iiblichen Eigenschaften

Positivitét : | f=0,=0< f=0,
Homogenitét: [ af ll=lal- [ 1,
Dreiecksungleichung: || f+g |I<|[fIl+ 1l gll-

Die letzte Ungleichung folgt aus der Schwarzschen Ungleichung

(o) < (fIF) - {glg) (1.5)

die fiir alle Skalarprodukte gilt.

Wir werden die Norm (anders als das Quadrat) selten benutzen, aber héufig die implizier-
te Topologie, d.h. die Konzepte von Konvergenz und Vollstindigkeit des linearen Raumes £2.
Vollstandigkeit besagt, dal jede Cauchyfolge des Raumes in diesem konvergent ist. Damit ist
(£2,] . ||) ein Banachraum. Jeder lineare Raum mit Skalarprodukt, der als normierter Raum,
mit || . || induziert durch (.|.), ein Banachraum ist, heifit Hilbert-Raum.

Die Dimension von £%(M) mit M C R?® (oder auch M C R?) ist (abzihlbar) unendlich. Ein
solcher Hilbert-Raum heifit separabel. Konvergenz f,, — f bedeutet

/ x| fo(Z) — f(@)]* — 0, (sogenannte Konvergenz im quadratischen Mittel)  (1.6)
M

und ist nicht mit punktweiser Konvergenz (f,,(Z) — f(&) fiir alle € M) oder mit gleichmé&Biger
Konvergenz zu verwechseln.

Wie in der linearen Algebra haben wir es mit (linearen) Abbildungen zu tun, die im unendlich-
dimensionalen Fall Operatoren heiflen. Beispiele, die Sie schon aus den Ubungen kennen, sind:
Impuls-, Orts- und Hamilton-Operator.

A heifit linear & A(a1¢1 + ass) = a1 Ady + asAds , (1.7)

fiir alle Vektoren ¢1, ¢o des Vektorraumes und ay, as € C. Der Unterschied zur linearen Algebra
ist, da die Vektorrdume der Funktionalanalysis unendlich-dimensional sind und daher nicht
jeder lineare Operator beschriankt ist. Ein Operator A heifle beschrankt, wenn ein C' € R,
existiert, so daf} fiir alle f gilt

TAfI<Cf - (1.8)

Ein Operator ist iibrigens stetig, genau dann wenn er beschrénkt ist. In der linearen Algebra ist
jede lineare Abbildung trivialerweise stetig und damit “kein Thema”.
Falls fiir gegebenes A {iberhaupt ein derartiges C' existiert, so nennt man das Kleinste (!) die
Norm || A || von A

TAFI<I A1 £ (1.9)



wobei das gleiche Symbol || . || je nach Argument unterschiedliche Bedeutung hat.

0,8

0,6

Man sieht, dafl die Komponenten des Impuls-

operators unbeschrankt sind: Sei 1) sowohl qua- :z
dratintegrabel (=: normierbar) als auch in der ot ,\[\Mﬂ M(\ﬂﬂf\/\/\nmA
Fourierdarstellung eine Uberlagerung von Wel- A VVUUVV UUUVWVVVVVKW
len mit Wellenvektoren in der Néhe von k (so- ]
genanntes Wellenpaket), ::

-0,8

dann gilt B

Py by baw. || Pt 1= bkl [ ] - (1.10)
Da k; beliebig grof3 sein kann, gibt es keine Schranke zum Impulsoperator P.
Auch der Ortsoperator ¥ mit Komponenten x; O;A
(manchmal auch #; genannt = Multiplikation 051
mit z;) ist auf dem L£?*(R?) unbeschriinkt. Sei 04
Y eine bei R lokalisierte Funktion, 031
dann gilt

[ zitog 1= (Bl | 9 1l (1.11)

und da R; beliebig grofl sein kann, gibt es auch hier keine Schranke zum Ortsoperator.

Die mathematischen Komplikationen bei unbeschrinkten Operatoren A rithren daher, daf} sie
grundsitzlich nicht auf dem ganzen Hilbertraum #H := £2? definiert sein kénnen

H O Ha n, (1.12)

wobei H 4 der Definitionsbereich von A ist. Zur Definition von A gehort daher, wie immer, die
genaue Angabe von H 4.

Beispiel(e) 1.1. Die Funktionen
1 .
G(E) = =N 6(@)

7]

1

e 1.1
1+ 1727 (1.13)
sind quadratintegrabel, aber V1) (Z) und x;¢(Z) sind es nicht. (Dies in Kugelkoordinaten priifen.)

7Zu jedem linearen beschrinkten Operator A gibt es einen adjungierten A’ (ebenfalls linear und
beschrankt), der

(flAg) = (ATflg), (1.14)
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fiir alle f,g € H erfiillt. Falls A = A, heit A symmetrisch oder selbstadjungiert. (Dies heifit
(flAg) = (Aflg) fur alle f,g € H.)

Fiir unbeschrdinkte Operatoren ist die Existenz des adjungierten nicht ganz so selbstverstéandlich.
Falls fiir alle f, g € Ha gilt (f|Ag) = (Af|g), so heifit A symmetrisch. Dabei kann fiir das durch
(1.14) definierte AT gelten H 4+ O H 4. Nur wenn wirklich A = AT, d.h. auch H 4+ = H,, heifit A

selbstadjungiert und fiir solche Operatoren gelten wichtige Sétze, die wir im folgenden brauchen.

Physikalische Mefigrofien, sogenannte Observable, werden in der Quantenmechanik durch lineare
Operatoren dargestellt. (Beispiele: Z, P, H, V (Z).) Der Erwartungswert eines solchen Operators
im Zustand (:= Wellenfunktion)

Ly, o (OLAY) [ () A0(E)
(W) [ dPay=(@)(@)
entspricht dem mittleren Meflwert der zugehdrigen physikalischen Grofle. Wir setzen ab jetzt

voraus, dafl Wellenfunktionen 1 normiert sind, d.h. (¢ |¢)) = [ d*z¢*(Z)y(¥) = 1. Sodann gilt
fiir den Erwartungswert natiirlich

(1.15)

(Ao 1= w1av) = [ dop @ A0(). (1.16)

Da Mefiwerte reell sein miissen, gilt

|

(A)" = (Y|AY)" = (Ap[p) = (Y|ATy) = (AT) = (A). (1.17)

Diese Beziehung ist erfiillt, wenn A = AT (hinreichende Bedingung). Sie ist aber auch notwendig!
Denn es gilt fiir alle Zusténde f, g

4flAg) = (f+glA(f +9)) — (f — glA(f — 9))
—i(f +ig|A(f +1ig)) +i(f —ig|A(f —ig)), (1.18)

wobei auf der rechten Seite wegen (1.17) der Operator A durch AT ausgetauscht werden kann,
ohne das Ergebnis zu dndern. Das liefert, wenn die obige Gleichung nach links gelesen wird

4(f|Ag) = ... = 4(f|AT). (1.19)
Die Aussage (f|Ag) = (f|AT) fiir alle f, g ist aber gleichbedeutend mit A = AT.

Nebeniiberlegung 1: Wenn fiir alle f gilt (f|g1) = (f|g2), dann gilt g; = g.
Beweis: Aus (f|(g1 — g2)) = 0 folgt mit f = g; — g2

((g1 = 92)(91 — g2)) = 0, (1.20)

was direkt g; — go = 0 impliziert.

Nebeniiberlegung 2: Wenn fiir alle f, g gilt (f|A1g) = (f|A2g), dann gilt
Ay = A,

Beweis: Da f beliebig ist, folgt aus (f|(41 — Az)g) = 0 nach “Ne-
beniiberlegung 17: (A; — As)g = 0. Dies gilt fiir alle g, also A; — A3 = 0.
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Wir werden noch einsehen, dafi allen Observablen nicht nur symmetrische, sondern selbstad-
jungierte Operatoren entsprechen miissen.

Wir notieren gewisse Eigenschaften linearer Operatoren:
(AT = A, (zumindest fiir beschriankte Operatoren) (1.21)
Der Grund liegt in: (i) laut Definition von (A" gilt (f|ATg) = ((AT)f|g), (ii) andererseits gilt

(g|Af) = (ATg|f), komplex konjugiert: (Af|g) = (f|ATg). Aus (i) und (ii) folgt die Behaup-
tung.

Es gilt fiir Operatoren A, B und a € C

(AB)' = BTAT, (aA)" = a*AT. (1.22)
Beweis: Fiir alle f, g gilt
((AB)'flg) = (f|ABg) = (f|A(Byg)) = (A'f|Bg) = (B'ATf|g), (1.23)
und
(@A) flg) = (flaAg) = a{f|Ag) = a{AT flg) = (a*ATfg). (1.24)

Die uns oben begegneten Operatoren sind symmetrisch. Zu V() mit reellen Funktionswerten
/dg:rf*(f) [V(2)g(2)] = /dgw[V(f)f(f)]*g(f) ,dh (f[Vg) =(Vflg). (1.25)

Der Impulsoperator P= ?6 ist symmetrisch: partielle Integration liefert

[t (39) a@ = - [ @ (3950 ) a@ = [ (’%ﬁf@))*g@ (1.26)
dh (f|Bg) = (Plg). (1.27)

wobei benutzt wurde, dal der Oberflachenterm wegen der Asymptotik der quadratintegrablen
Funktionen null ist.

Komposition selbstadjungierter Operatoren A, B

1) aA ist selbstadjungiert fiir reelle a,

(1)

(2) A+ B selbstadjungiert,

(3) A™ selbstadjungiert fiir natiirliche n,
(1)

F(A) selbstadjungiert, falls F' reellwertiges Polynom (allgemeinster Fall: falls Funktion F'
auf Spektralmenge von A definiert ist und dort reelle Funktionswerte hat),

(5) A- B selbstadjungiert genau dann, wenn zusétzlich AB = BA gilt,



(6) 1(AB+ BA) und 1(AB — BA) selbstadjungiert.

Beweis. Die Beweise zu (1-4) sind offensichtlich, vom allgemeinsten Fall einer reellwertigen
Funktion F auf der Spektralmenge von A abgesehen. Dieser Fall wird nach der Besprechung
des Spektralsatzen weiter unten noch kommentiert.

Zu (5): dies gilt wegen AB = (AB)" = BTAT = BA.

Zu (6): das Adjungieren der symmetrischen Kombination AB + BA lafit diese invariant, das
Adjungieren der asymmetrischen Kombination AB — BA fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel, der

wiederum vom Vorzeichenwechsel von i* = —i aufgehoben wird. O
Bemerkung: Unter Benutzung des Kommutators [.,.] zweier Operatoren definiert durch
[A,B] := AB — BA, (1.28)

und der Eigenschaft
[A,B]' = (AB — BA)' = BTA" — ATB' = [B Al], (1.29)
kénnen (5) und (6) kompakter formuliert werden:
(5)" A - B selbstadjungiert < [A, B] =0,
(6)" 3(AB + BA) und 1[A, B] selbstadjungiert.
Damit sind die oben formulierten Hamiltonoperatoren selbstadjungiert. E_g. gibt jedoch nicht jede

reelle Funktion F'(p,#) Anlafl zu einem selbstadjungierten Operator F (15, f) Denn es gelten

. h
[Pomjjﬁ] = T . 501,57 (aaﬁ = 17273) s (130)

die sogenannten kanonischen Vertauschungsrelationen, die im Falle « = f besagen, dafl die

Operatoren P,,x, eben nicht kommutieren (hier wieder Notation P statt P etc.). Damit kann
die Kombination P,x, nicht selbstadjungiert sein, denn nach (5) mifite ja gelten [P,,x,] = 0,
ein Widerspruch zu (1.30).

Auflerdem gibt es wegen der Mehrdeutigkeit der Ordnung der Faktoren P und z in der Funk-
tion F' keinen eindeutig zugeordneten Operator. (Dieser kann natiirlich immer symmetrisch
gewahlt werden.)

Anwendung:
Selbstadjungiertheit von H und kanonische Vertauschungsrelationen: Satz von Ehrenfest.

Wir betrachten die Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten von &, P in einem Zustand 1, der
der Schrodingergleichung geniigt

i) = i (D) + (lad)) = —(oleso) + (bl (1.31a)
= —(H ) + (Wl HY) = (Wl Hag) + Wle By (L31b)
= (s, ) = 5~ (s, o). (1310



Wie gehen wir mit Kommutatoren von Produkten um?
[A, BC| = ABC — BCA = [A, B|C + BJA,C]. (1.32)

Anwendung auf obiges Problem

. h
|25, P*] = [wj, P}] = [2;, P}] P; + Pjz;, Pj) = —2=F;. (1.33)
N—— 1
Folglich B
d h h d P
ih(w)y = = (WIP) =1—(Pj)y = 2 {T)y = % (1.34)
Analog erhélt man
d
i (P)e = (1P, ) = ([, V@) (1.35)
—_——
F(V;V)(@)
d - .
= S(P)y =~V (1.36)

Die “klassischen Bewegungsgleichungen” gelten in der Quantenmechanik, wenn sie auf die Mit-
telwerte angewandt werden. Beachte: ein quantenmechanischer Zustand ist nicht durch einige
wenige Mittelwerte charakterisiert!

Bemerkung: Die Gleichungen oben sehen aus wie in der klassischen Mechanik, “schlieen” aber
im allgemeinen nicht:

— (VV)y = (F(@))y # F((#)y) (1.37)
Nur wenn zuletzt auch das Gleichheitszeichen gilt, stellen (1.34) und (1.36) ein geschlossenes

Differentialgleichungssystem dar. Dies gilt nur fiir das parabelférmige Potential, also den har-
monischen Oszillator.

Nachtrag:

e Je nach Situation werden wir eine Wellenfunktion (%) tatséchlich als Funktion oder
abstrakt als Element eines Hilbertraumes betrachten. Im letzteren Fall nennt man dann
1 den Zustand des Systems.

e Wir benutzen mehr oder minder synonym die Notation (f|g) fiir (f, g). Hintergrund: Es
gibt eine durch das Skalarprodukt induzierte kanonische Isomorphie zwischen dem Hilbert-
raum H und dem dualen Raum #* (Abbildungen von #H in C). Seien f,g aus H und f*
das zu f duale, dann gilt f*g = (f,g). Da es aber in der Physik zu viele Objekte mit *
gibt, schreiben wir f* = (f| (bra-Vektor f) und g = |g) (ket-Vektor g)., Dirac-Notation.
Dann wird f*g = (f||g) oder kurz (f|g).

Statt (f|Ag) schreiben wir auch (f|A|g). Mehr spéter in Kapitel 2.

e Bei (A), laBt man héufig den Index ¢ weg.
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1.7 Stationire Zustinde und Eigenwertprobleme

Es liegt nahe, Losungen der Schrédingergleichung fiir den Fall, dafl H unabhéngig von ¢ ist, in
Z und t zu separieren

(T, 1) = ¢(T)x(1) . (1.38)

Es folgt

i) = H)y << ihpy=(Ho)y < ih% = % = const. (1.39)

denn die linke Seite der letzten Gleichung ist Z-unabhéngig, die rechte Seite t-unabhéngig, so
daBl diese Grofle eine Konstante sein muf3, die wir £ nennen. Wir erhalten weiter

H¢=FEo¢, (1.40a)
=B & x=yee il (1.40Db)
X
Zustande dieser Art '

(T, t) = G(F) e n (1.41)

(0.B.d.A. x¢ in ¢ hineingezogen) nennt man stationire Zustédnde. In vereinfachter Notation
stationdrer Zustand (¥, t) = ¥(Z, O)e’%Et (: w(f)e’%Et> : (1.42a)
Eigenwertproblem Hv = E). (1.42b)

Die vollstindige Behandlung des Eigenwertproblems, d.h. Auffinden aller Eigenzusténde von
H im Hilbertraum #, ist von eminenter Bedeutung zur Beschreibung der physikalischen Eigen-
schaften des physikalischen Systems.

Falls es gelingt, ein vollstdandiges System von (zeitunabhéngigen) Eigenzusténden (¢;);en zu
Eigenwerten E; zu finden, dann l&8t sich jede beliebige Funktion (%) als Linearkombination
der ¢; schreiben

Y(T) = Zajfbj(f), (Hoj = E;¢;), (1.43)

mit geeigneten (eindeutigen) Koeffizienten a;. Da wir die Zeitentwicklung der einzelnen ¢; unter
der Schrédingergleichung kennen und die DGL linear ist, kennen wir auch die Zeitentwicklung
von

aus ¢;(7,t) = e_%Ejtgbj(f) : (1.44a)
folgt  W(Z,t) = > aje #P'g, (7). (1.44D)

J

Beweis. Der Ansatz (1.44b) erfiillt die Anfangsbedingung, d.h. fiir ¢ = 0 liegt die Funktion
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(7, 0) =1 (Z) wie in (1.43) vor. Die durch (1.44b) definierte Funktion erfiillt die DGL

ih) (7, 1) lhdt Za e hthS 1712&] ( — )e hEtQS (Z) (1.45a)

— Za e it ]d)] HZ(L e Pl (i (1.45b)
7H¢](z)

= Hy(7,1). (1.45¢)

O

Wir notieren einige wichtige Eigenschaften der Eigen-Zustédnde, -Werte und der stationéren
Zustande. Sei ¢ Eigenzustand zu Eigenwert E

Hp=E¢ = (¢|Ho¢)= (4|E¢) = E(¢|p) (1.46a)
(9|Hp)
o - F (1.46D)
(9| H|o)

wobei letztere Beziehung haufig als £ = geschrieben wird, wobei Vektoren |¢) und

(0])

duale Vektoren (¢| zu Grunde gelegt werden. Dazu spéter mehr.

Die Aussage von (1.46b) ist in Worten: Der Erwartungswert von H in einem Eigenzustand ist
gleich dem zugehorigen Eigenwert.

Warnung: Nicht jeder Erwartungswert von H in irgendeinem Zustand ist ein Eigenwert!

Ferner: Jeder Eigenwert von H ist reell (bzw. Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind
immer reell), da

E*(9l9) = (Edlo) = (Ho|p) = (9| H¢) = (9| EP) = E(9]9) . (1.47)

Folgerung: Die Wahrscheinlichkeitsdichten p(7,t) = |1(Z,t)|* stationérer Zustinde sind zeitun-
abhingig

GEH = @ = @ = @) (1.48)
Eigenzusténde ¢1, ¢2 zu verschiedenen Eigenwerten F;, Fs sind orthogonal. Gelte
H¢1 E1¢1 R H¢2 == E2¢2 mit El 7& E2 s (149)
dann folgt
Ei{¢a|p1) = (p2| Hpr) = (Hpa|p1) = Ea{pa|r) (1.50a)
& (B — E)(d2|g1) =0 & (ga|d1) =0, (1.50b)

da Fy — FEy # 0. Achtung: Eigenzustdnde zum gleichen Eigenwert konnen eine beliebige geome-
trische Anordnung haben.
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Héufig ist der Raum der Eigenzustdnde zu einem Eigenwert eindimensional, kann aber (ins-
besondere bei Vorliegen nicht-trivialer Symmetrien) auch hoher-dimensional sein. Falls d die
Dimension des Eigenwertraumes zu einem Eigenwert E' ist, so sagt man auch “E ist d-fach ent-
artet”.

Wir kommen nun zu der Frage der Vollstdndigkeit zuriick. In endlich-dimensionalen Rdumen
zeigt man, dafl selbstadjungierte Operatoren ein vollstdndiges System aus orthonormalen Ei-
genvektoren besitzen. Die Situation selbstadjungierter Operatoren in unendlich-dimensionalen
Hilbertraumen ist verwickelter und fithrt auf die Spektraltheorie.

Spektraltheorie

Das sogenannte Spektrum spec(H) eines selbstadjungierten Operators H ist die Menge aller
E derart, dal H — Eid nicht bijektiv ist. Fiir Operatoren in endlich-dimensionalen Rdumen
heilt dies: nicht bijektiv < nicht injektiv < nicht surjektiv. In endlich-dimensionalen Rédumen
ist jeder Spektralwert F auch Eigenwert, d.h. H — FE-id ist nicht injektiv, d.h. es gibt einen
nicht-trivialen Kern.

In unendlich-dimensionalen Riaumen gilt die genannte Aquivalenz nicht. Es mag Spektralwerte
geben, die keine Eigenwerte sind.

Ferner ist das Spektrum nur in seltenen Féllen

eine diskrete Menge. Allgemein haben wir ei-

ne Kombination aus diskreten und kontinuier-

lichen Anteilen vorliegen. Trotz dieser Verkom-

plizierung gilt die Entwicklung einer beliebigen ?pﬂaﬂa
Funktion analog zu (1.43), wobei nicht nur iiber PMW
diskrete Elemente summiert, sondern auch in-

tegriert wird. Wir werden noch mehr dariiber

erfahren. Zentral fiir die Spektraltheorie ist der

Begriff der Spektralschar von Projektionsope-

ratoren. (An diskreten Punkten des Spektrums

bzw. bei Sprung-Punkten der Spektralschar lie-

gen Eigenwerte bzw. Eigenvektoren vor.)

Wir arbeiten jedoch héufig pragmatisch: das Spektrum des Impulsoperators ist kontinuier-
lich und ist gleich der gesamten Menge R3. Es gibt aber keinen einzigen Eigenzustand in
H (= L*(R?)). Wenn wir aber den Raum (legitim, illegitim?) auf die beschrinkten Funk-
tionen R3 — C erweitern, finden wir zu jedem Spektralwert eine Eigenfunktion: die ebene Welle.

Zum Eigenwertproblem

2

P
%QS‘FVQb:EQﬁ, (1.51)

gehoren Eigenfunktionen ¢, die zweimal stetig differenzierbar sind, sofern das Potential stetig
ist. Wenn V' eine Unstetigkeit hat (siche “Kastenpotentiale”), wird die zweite Ableitung von ¢
springen, ¢ und die erste Ableitung werden auch dann stetig sein. Erst wenn V' unendlich wird
(unendliche hohe Potentialwéinde beim Potentialtopf), kann auch Vo springen (so dal A¢ un-
endlich wird), ¢ selbst bleibt auch hier noch stetig.
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Bemerkung: Man halte die niedrigsten Ordnungen von Ableitungen von ¢ stetig und differen-
zierbar, nur diejenigen (hoheren) Ableitungen, die nach der Schrédingergleichung springen oder
divergieren miissen, lafit man singuldr zu. In jedem Fall ist ¢ stetig, eventuell ist V¢ unstetig.

1.8 Ein Teilchen in stiickweise konstantem Potential

Anhand von stiickweise konstanten Potentialen kann man viele Eigentiimlichkeiten quan-
tenmechanischer Teilchen explizit verstehen. Besonders einfach ist die Behandlung des ein-
dimensionalen Falles. Wir wollen stationdre Zustédnde betrachten, d.h. Lésungen der Eigen-
wertgleichung

h? d?

- %@d@ =(E-V)o(x), (1.52)
mit stiickweise konstantem Potential V(z) (Stufenfunktion). Wir 16sen diese DGL in den
Teilbereichen mit konstantem V' (z) mit Hilfe des Ansatzes von Exponential-Funktionen. Je
nachdem, ob £ — V' > 0 oder < 0 ist, finden wir periodische bzw. nicht-periodische Losungen:

E—V >0 Es gibt zwei linear unabhéngige Losungen (rechts- bzw. links-laufende Wellen)

s (1) = &7 (1.53a)
2.2 2.2

wobei: L E—-V bzw. E=V+ Ik : (1.53b)
2m 2m

E —V <0 Hier gelten auch die letztgenannten Formeln (1.53), wobei ersetzt wird k = iz mit
reellem sz, die linear unabhéngigen Losungen lauten

by (z) = 777 (1.54a)
h2 2 h2 2

wobet: “ _V-E baw. E=V -2, (1.54D)
m 2m

E —V =0 Dies ist ein Grenzfall mit einem einfachen polynomialen Losungansatz mit Polyno-
men vom Grad < 2, also Konstante und lineare Funktion

o(x) =a+br, (1.55a)
wobei: E = (1.55b)

=

Folgende Fille sind die Archetypen der Quantenmechanik
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a) Teilchen im ein-dimensionalen Kasten (= co hohe Potentialwinde)

00, x <0, ///
V(z) =140, 0<z<l, (1.56)
/

NN

O\

—00, <,

o) s

Zunéchst einmal machen wir uns Gedanken zu sinnvollen Randbedingungen: Wenn ¢(x) bei
x = 0 oder [ nicht 0 wire, wiirde entweder ¢(x) nach beliebig kleinen Schritten co angewach-
sen oder auf 0 abgefallen sein. Quadratintegrabilitéit verlangt insbesondere, dafl exponentielles
Anwachsen nicht auftritt; in jedem Fall soll ¢(x) stetig sein, also mufl ¢(0) = ¢(1) = 0.

Wir konzentrieren uns auf das Intervall [0,1], wo V' = 0. (AuBerhalb ist ¢ exakt null.) Wir
wollen argumentieren £ > 0. Fiir F < 0 miifiten wir Funktionen (1.54) bzw. (1.55) superponie-
ren, welche hochstens eine Nullstelle haben kénnen. Diese konnen nicht die Randbedingungen
erfiillen.

Wir betrachten nun £ > 0. Die allgemeine Losung der DGL lautet
p(z) = ae*®  pe ik, (1.57)

Mit 0 = ¢(0) = a + b gilt ¢(x) = 2iasin(kx). Nun ist noch ¢(I) = 0 zu fordern, d.h. k-l =7 -n
mit n =1,2,3, ... (nicht 0,—1,—-2,...).

Die Eigenfunktionen sind die stehenden Wellen
-
™ _ R%E2

On(z) = \/gsin(knx), k, = T E,

. (1.58) o5

0
die ein vollsténdiges Funktionensystem in £2([0,1]) dar- ] x
stellen. Das Energiespektrum ist rein diskret. Bemerkung:

Der Faktor \/g sichert die Normierung (¢, |¢,) = 1.

2m

-1

Héatten wir den Kasten symmetrisch um den Ur-
sprung gelegt, so hétten wir die folgenden Funk-
tionen gefunden

() = 2 {cos(k‘na:), n=1135,.. (1.59)

I s = *
sin(k,x), n=2,4,6,.. ~0fs. ° +4/7.

Dabei konnten wir nach allgemeinen Symmetrieprinzipien voraussetzen, dafl die Eigenfunktio-
nen gerade oder ungerade sind, wir es also mit reinen cos bzw. sin Funktionen zu tun haben.
Randbedingungen: &, = Z (bzw. 0)+Vielfaches von 7 fiir “cos” (“sin”) = Z - n mit n ungera-
de (bzw. gerade).

SN\
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Wenn wir ein freies Teilchen im unbeschrinkten Raum betrachten, nehmen wir zur Regulari-
sierung haufig den obigen Kasten im Limes [ — oo: die stationdren Zustédnde entsprechen dann
den ebenen Wellen ¢y (x) = €** mit kontinuierlichem Spektrum, die selbst nicht normierbar
sind. Eine genauere Behandlung kontinuierlicher Spektren erfolgt (wie angekiindigt) mittels der
Spektralschar.

b) Teilchen im /-Potential V(z) = a-d(x) (a > 0 sowie < 0)

Vi) = a- ()

F> 0 aco

Wir fordern wieder maximal reguléres Verhalten: ¢(x) tiberall stetig und differenzierbar fiir
x # 0, aber wegen (1.52) integriert tiber [—¢, €] (¢ > 0 beliebig klein):

h2 € d2 €
o Epe (x)dx = / [E—a-d0(x)|p(x)dx, (1.60)
sl =—a6(0)+0(9

Da wir im allgemeinen nicht ¢(0) = 0 fordern werden (!), mufl ¢’ bei x = 0 springen

)10 = 2 0(0) (1.612)
d 2ma
alog o(x ) =2 (1.61b)

(1.61c)

(Hier kann man als “kleines” Problem sehen, daf§ wir die Existenz der 2. Ableitung von ¢(z)
auch bei x = 0 benutzt haben, aber nun sehen, dafl sogar die 1. Ableitung bei x = 0 nicht exi-
stiert — nur die links- bzw. rechtsseitige Ableitung. Zur Uberwindung dieses Problems stelle
man sich das J-Potential als Limes zum Beispiel einer Folge von Kastenpotentialen V;,(z) vor,
zu denen wir die Eigenfunktionen ¢,(z) betrachten, die gegen die hier konstruierte Funktion
¢(z) konvergieren. Die ¢,,(x) erlauben die nétigen Ableitungen.)

Wir unterscheiden die Moglichkeit von £ < 0 und F > 0 in dieser Reihenfolge:

E <0 Mit obiger Notation (1.54) muf} fir x < 0 (> 0) gelten ¢(x) = C_e** (= C e mit
positivem s¢. Eine Beimischung der jeweils anderen Losung wiirde die Funktion unbeschrinkt
machen. Die Stetigkeit von ¢ bei x = 0 verlangt C, = C_. Die Sprungbedingung (1.61) lautet
<0). (1.62)
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Eigenzustdnde negativer Emnergie gibt es
also genau fiir negatives ¢ und in diesem
Fall ist der Eigenzustand noch dazu ein-
deutig (bis auf den Vorfaktor bzw. Nor-
mierung C') durch eindeutiges s gegeben.

r T T J
-10 -5 0 5 10

E >0 Von links einlaufende Welle e** kann rechts weiterlaufen oder reflektiert werden; das-
selbe von rechts mit e **. Ansatz

¢(r) = {ei ‘e, (w<0), (1.63)

telke, (x> 0),

wobei r und t die sogenannten Reflexions- und Transmissions-Amplituden sind. Stetigkeit von
o(z) bei x = 0 verlangt 1 + r = ¢ und die Sprungbedingung (1.61) verlangt

ot . t—(1—=7r) . 2r  2m

d
—loggb(:c)olek 1+4+7r - 1+r A2

a
=2k 1.64
dx 05 ( )

wobei wir die Grofle kg mit Dimension einer Wellenzahl definiert haben

ma
Die Reflexions- und Transmissions-Amplituden lauten nun
ko ik
= - , =1 .
ik — k‘o ik — ko

(1.66)
Diese Bezichung gilt auch fiir & — —k, d.h. wenn eine Welle e~ von links einfillt und streut.
(Die zu Beginn genannte Situation einer Welle, die von rechts einféllt und streut erhélt man
mit © — —x.)

Die obige Losung ist eine Streuwelle. Diese sowie diejenige, die man durch Ersetzen k& — —k
erhélt, bilden ein Fundamentalsystem bzw. eine Basis des zweidimensionalen Losungsraumes.

Die Betragsquadrate von r und ¢ geben die Intensitédten der reflektierten bzw. transmittierten
Anteile an

R:=r*, T:=|t]?, (1.67)
sind die sogenannten Reflexions- und Transmissions-Koeffizienten. Es gilt
k2 k2
Ri=—"— =———, R+T=1. 1.68
k24 kg’ k24 kg’ * (1.68)

Bemerkung: Der Fall £ = 0 muf} separat behandelt werden. Da wir Quadratintegrabilitit for-
dern, fallt in einem linearen Ansatz a + bx auf der linken bzw. rechten Halbachse direkt der
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lineare Anteil weg, d.h. b = 0. Sodann mufl auch a = 0 sein, aber die Nullfunktion beschreibt
keinen physikalischen Zustand. Damit ist £ = 0 nicht realisiert.

c) Streuung an beliebigem lokalisierten Potential

Wir wollen zunéchst iiberlegen, dafl jedes Po-
tential V(z), das mit x* — oo hinreichend \/[X>
schnell gegen 0 geht, Eigenzustdnde zu jedem

beliebigen Wert E > 0 erlaubt. Ferner ist
E zweifach entartet. Die Schrodingergleichung
(1.52) ist eine lineare DGL 2. Ordnung, hat - = — /= %
also genau zwei linear unabhéngige Lésungen 1 L 5 X
o1(x), p2(x). Asymptotisch sind diese Losungen
Superpositionen von e** und e~ **, Dies gilt ex-
akt fiir das rechts gezeigte Potential fiir x < [;

bzw. x > l2.
Wir wollen argumentieren, dal ¢;(x) so gew#hlt werden kann, daf

elhe | peikz (x < 1),
“kompliziert”, aber stetig differenzierbar
dy(z) =4 P 8 (1.69)
beiz =1, und x = Iy, (h <x < ly),
teikx, (lg < l‘),

Begriindung: Setze ¢(x) #hnlich wie oben fiir I, < z an als ce*®, dann bei I, die Funktion
im Zwischenbereich anschlieflen (es gibt ein zwei-dimensionales Fundamentalsystem und zwei
AnschluBbedingungen bei z = I,), dann ae** + be~** bei [; anschliefen. Behauptung: der Ko-
effizient a ist von 0 verschieden, so dal durch ihn dividiert werden kann und die ganze Funktion

wie oben angegeben normiert ist.

Zum Beweis der Behauptung: Sei ¢(x) eine weitere Losung zum Eigenwert F, dann folgt

W = “Wronski-Determinante” := ¢¢, — ¢ ¢ = det (i,l Z,Q) = const. (1.70)
1 P2

Die Konstanz folgt aus der DGL 2. Ordnung, die in Kurzform ¢! = f¢, lautet, wobei f eine
geeignete Funktion und unabhéngig von ¢« = 1,2 ist:

W' = ¢, /2/ - ¢/1/ ¢2+¢/1¢,2—¢/1¢/2:0- (1.71)
fo fo 0
=fé2  =fP =

Wir wenden dieses Ergebnis auf den Fall ¢, := ¢} an und benutzen

ae*® +pe ke (1 < 1y)
— ' ’ ’ 1.72
(bl(x) {CelkJ:? <l2 < 37)7 ( )
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und berechnen W = ¢,¢}" — ¢ ¢}

r<lp: W=-ik (aeikm + be‘ikm) (a*e_ikx — b*eikx) — kompl.konj. (1.73a)
= —ik (Ja]> — |b]* — ab*e®** + a*be”** + kompl.konj.) (1.73b)
= —2ik (|a]> = |b*) , (1.73c)
ly<x: W ==2ik|c]>. (1.73d)

Folglich gilt
la]* = [b]* + |c]*. (1.74)

Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Wir kénnen die Wellenfunktion durch a teilen und
erhalten Amplituden » = b/a und t = ¢/a fir die gilt

L= |r]*+|t]*. (1.75)

Die Diskussion des Streuergebnisses erfolgt wie beim §-Potential.

d) Der endlich tiefe Potentialtopf (Details: siche Ubungen)

Wir wihlen das Potential wie rechts in der Ab-
bildung des Graphen gezeigt. Das Potential au-
Berhalb des Intervalls [—1/2,+1/2] sei V(z) = [/()(>
0, innerhalb des Intervalls nehme es den Wert
V(z) = —Vp mit der Konstanten V5 > 0 an.
Al(ls)naheliegenden Griinden wird ein derartiges ”//% I _t/ 2 .
Potential auch Potentialtopf genannt. Eine an- X
dere “Normierung” benutzt eine gleichmafige
Verschiebung um den Wert V{, d.h. aulerhalb ro— ’é

ist V(z) = Vj, innerhalb V(z) = 0. In jedem

Fall hat der Potentialtopf eine “Tiefe” —V; < 0.

In den Ubungen ist zu zeigen

E >0 Es gibt zweifach entartete Streuzustéinde mit Reflexions- und Transmissions-Amplituden

i(% —5> sin K1

. 2 .
e = e Ik (1.76)

7” =
2cosKl—i<%—|—§>sinKl QCosKl—iG—l—f)sinKl
mit K, & definiert durch
h2K? F k
=F = = —. 1.
2m TV, ¢ E+V, K (L.77)
Insbesondere ist der Transmissionskoeflizient
1
T=1tf = 5 ,  Resonanz fir Kl =nr. (1.78)
1+ (L-¢) sin? K
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N

I
~-Ir \D +
£

Klassisch gilt jedoch immer 7" = 1! (Obige Streuzustéinde korrespondieren nicht zu Wellenpake-
ten! Diese sind keine stationdren Losungen.)

E <0 Wenn FE so negativ ist, dafl auch F + V < 0 existiert, kein Eigenzustand (jede Losung
der DGL mit einem derartigen Energiewert ist unbeschriankt.) Mehr: siehe unten.

/(dr{;mkh MA(

(7( Luml(’h( :
Zuqlo‘wu(e

Es gibt jedoch im Energieintervall | — V4, 0] immer mindestens einen
gebundenen Zustand (d.h. eine Losung der DGL mit exponentiell
abfallenden Asymptoten). Ist der Potentialtopf “tief genug”, so
gibt es auch mehr als einen derartigen Energiewert. Der energetisch
niedrigste Zustand (Grundzustand) ist gerade, der ndchsthohere
ungerade usw. (alternierend).

In den Ubungen wird die Quantisierungsbedingung/Konsistenzbedingung

2mV,

B2 3.2 _ 2K — o {—i—K tan %Kl, (gerade)

—Kcot K1, (ungerade).

= e (1.79)

hergeleitet und untersucht.
Man kann ohne Rechnung verstehen, dafl es keine Losung zu E + V) < 0 gibt. Tatséchlich gilt:
Energieniveaus sind nie kleiner als das Minimum von V (Z)

Beweis. Es gilt fiir alle Zustdnde ¢ (wobei wir hier 0.B.d.A. die bequeme Normierung (¢|¢) = 1
annehmen)

(OIH16) = (0] [P/2m + V(@] 6) = 5= 3 (PolP) + @VDIO) > Vi, (180

J/ (.

~~
Vmin

J >0

vV

wobei die letzte Ungleichung auch zu > V,,;, verschérft werden kann, da Pj¢ nicht identisch
null sein kann (= erste Ungleichung wird zu >). (Auflerdem: Falls das Potential nicht einfach
identisch zu V,,;, ist gilt auch in der zweiten Ungleichung >.) Wenn alle Erwartungswerte > V,,.;,
sind, dann miissen dies auch alle Eigenwerte sein. O
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e) Der Potentialwall

VCX)
Wir wéahlen das Potential wie rechts in der Ab- +U,
bildung des Graphen gezeigt (Vo > 0). Es han-
delt sich um einen “Potentialtopf mit Vorzei- 0
chenwechsel”. e e 2\
~&/2 /2

E >V, Entspricht dem obigen Fall mit V; — —V;, ansonsten gelten (1.76) wie notiert.
0 < E <V, Fast wie oben (1.76) mit Vj — —Vj, allerdings mit imagindren &, K

h2 2
K=in, -2 —p_v, (1.81a)
2m

E
=i, n=\y—f- (1.81b)

Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist

1
T =|t]* = : (1.82)

2
1—{—% (% +77> sinh? ki

wobei zur Herleitung zunéchst £ = —in in t zu ersetzen ist, dann der Betrag |.| zu nehmen, nicht
umgekehrt! (Zufillig geben beide Rechnungen das Gleiche.) In diesem Fall, Energie kleiner als
die Hohe des Potentialwalls, sprechen wir nicht von Transmission, sondern vom Tunneln, da
klassisch die Energie des Teilchens nicht ausreicht, um iiber den Potentialberg zu kommen. Das
Teilchen “tunnelt durch diesen Berg”.

L

VUVl bttt

— Wal

)

1.9 Der quantenmechanische 1-dimensionale harmonische Oszillator

Wir suchen die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators

P2 m C

H=— 4+ —w2? =4/— 1.
2m+ FW T (w m)’ (1.83a)
h o

P=—-——. 1.83b
io0r (1.83b)

Das Problem hat eine besondere Struktur, die es erlaubt, die Losung durch
algebraische Konstruktionen zu erhalten. Wir definieren zunéchst

1 P
b:=—1|kK i— 1.84
\/§(0$+lhk0) s ( 8)
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wobei wir zunéchst einmal kg als beliebige positive reelle Konstante betrachten und erst etwas
spater spezifizieren. Wir stellen fest, dafl der adjungierte Operator

1 P
| — i 1
b 7 (kox lhk(]) ) (1.85)

lautet und folgende Vertauschungsrelationen gelten

b, b] = %( ko, —iP/ ko) + [iP/ hko, ko] ) ~1, (1.86)
:,i&r’p]zl :?.r:l

h

wobei wir die kanonischen Vertauschungsrelationen fiir P und z, d.h. [P, x] = h/i, benutzt haben.
Was haben b, b' mit H zu tun?

b = % (kox — ih—ll;> (kox + ih—ll;> (1.87a)
- % (k8x2 + [kox,ihi;o] + %) (1.87b)
- % (kgx2 -1+ h%g) (1.87c)
_ % _ % wenn ko = /77 (1.87d)

wobei wir beim Ubergang von der zweiten in die dritte Zeile wieder das explizite Ergebnis fiir
den Kommutator [P, z] = fi/i benutzt haben. Wir erhalten nun

H = hw (bTb + %) : (1.88)

An dieser Stelle wollen zunéchst qualitative Schliisse ziehen. Wir hatten schon im letzten Un-
terkapitel gesehen, daf} alle Eigenwerte grofier als das Minimum des Potentials sein miissen. Fiir
den harmonischen Oszillator mit Hamiltonoperator (1.83) heifit dies £ > 0. Die Darstellung
(1.88) erlaubt eine schirfere Abschiitzung. Der Operator B := bfb ist ein selbstadjungierter, po-
sitiv (semi-) definiter Operator, d.h. per definitionem ein Operator, fiir den alle Erwartungswerte
grofer (gleich) null sind. Fir alle Zustédnde ¢ gilt

(¢|Bl¢) =0, (1.89)

da in unserem Fall (¢|B|¢) = (¢|bTb|¢p) = (bo|bgp) > 0. Damit sind alle Erwartungswerte von
(1.88) groBer (gleich) $hw, so daB auch alle Eigenwerte E > 17w sind.

Wenn wir das Spektrum von H bestimmen wollen, brauchen wir nur b'b anzuschauen. Wir wollen
zeigen, dal das Spektrum aus den natiirlichen Zahlen 0,1,2, 3, ... besteht und jeder Eigenwert
einfach ist. Die Eigenwerte von H sind folglich

1
En:hw<n+§>, n e Ny. (1.90)
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Die Konstruktion wollen wir schrittweise durchfithren. Zunéchst konstruieren wir einen einfachen
Eigenzustand zu b'b mit Eigenwert 0. Hierzu suchen wir ein ¢y mit der Eigenschaft

b =0, (1.91)

was insbesondere b'b ¢y = 0 impliziert. Die Beziehung (1.91) lautet explizit fiir die Wellenfunk-

tion
1

1 9 P B 9 3 B
boo = NG (koﬂﬁ + 1ﬁ) ¢o = NG <k0x + 0x> ¢o =0, (1.92)

was gelost wird durch die Funktion

bolz) = (%)1/2 exp (-%kggﬁ) , (1.93)

die eindeutig ist bis auf einen multiplikativen Faktor.

Wir wollen nun zeigen, daf§ alle Eigenfunktionen von b'b gegeben sind durch sukzessive Anwen-
dungen von b' auf ¢,. Die Aussagen lassen sich elegant durch Nutzung geeigneter Kommutator-
relationen zeigen. Wir beginnen mit

b, (01" =n ()", (1.94)
was durch vollstandige Induktion bewiesen werden kann.

Beweis.
Induktionsbeginn: n = 0 ist offenbar erfiillt.
Induktionsschritt: “n — n + 17. Es gelte (1.94) fiir n. Betrachte

BN = et (51 + bt b (51" = (n )" ,
[b,(bz )n] [b,_b](b) +0! b, ()] = (n+1) (B1)" (1.95)
=t (bt =1 n(bf)n—l

wobei nach dem ersten Gleichheitszeichen (1.32) benutzt wurde. Das Ergebnis besagt, dafl (1.94)
fir n - n+1 gilt. [l

Weiterhin folgt
b1, (b1)"] = bl [, (61)"] + [F, (b1)"]b = b (1) +0, (1.962)
= [b'e, (b")"]=n(6")". (1.96b)

Wir erhalten eine weitere niitzliche Relation durch das Adjungieren der letzten Relation unter
Beachtung von (1.29)
[bTh,b"] = —nb™. (1.97)

Zum Nutzen dieser Relationen: Sei ¢ Eigenzustand zu b'b mit Eigenwert \. Dann ist (bT)ngzﬁ
Eigenzustand zu b'b mit Eigenwert A\ + n. Zum Beweis nehmen wir (1.96) und wenden beide
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Seiten auf ¢ an

b'b, (1) ¢ =n(b1)" ¢, (1.98a)
N————’
bib (b1)"p—(b1)"bibg
b ()" ¢ — (b1)" Ap=n (b7)" ¢, (1.98b)
b'b (b1)" ¢ = (A +n) (b1)" ¢, (1.98¢)

wobei die letzte Gleichung die behauptete Eigenwertgleichung ist.
Analog zeigt man

bbb = (A —n)b"¢, (1.99)
wonach b"¢ Eigenzustand zu b'b mit Eigenwert (A — n) ist, sofern b"¢ nicht der Nullvektor ist.
Fazit:

Falls (bT)n ¢ # 0 bzw. b"¢ # 0, sind diese Zustinde Eigenzustinde zu b'b mit Eigenwerten A +n
bzw. A —n. Aus naheliegenden Griinden werden b' und b Auf- und Absteigeoperatoren genannt.

Wir kénnen nun zu allen n € Ny einen Eigenzustand zu b'b mit Eigenwert n angeben: (bT)n ®o-
(Wir konnen “leicht” zeigen, dafl dieser Zustand nicht null ist.) Was wir noch nicht wissen: (i)
Entartung des Eigenwertes n, (ii) gibt es andere Eigenwerte?

Wir betrachten nun einen beliebigen Eigenzustand ¢ zu einem Eigenwert . Wir werden sehen,
daB \ eine natiirliche Zahl ist und ¢ durch entsprechend hiufiges Anwenden von b auf ¢, her-
vorgeht.

Wir wéihlen eine hinreichend grofie natiirliche Zahl n, so dal A\ — n negativ ist. Da Eigenwerte
von b'b nicht negativ sein kénnen, muB b"¢ = 0 sein. Sei nun n, die kleinste natiirliche Zahl, fiir
die b *1¢ = 0, d.h.

V¢ #£0, aber b"Tlg =bb"¢ =0. (1.100)

Hieraus folgt, dal 0™ ¢ gleich bzw. proportional zu ¢q ist. Aus 0™ ¢ = agy mit a # 0 folgt
(1) b6 = a (b1)" g0, (1.101)

und die linke Seite kann als P(b'b)¢ geschrieben werden, wobei P(.) ein Polynom ist, Beweis
rekursiv

(b)) b = b'b, (1.102a)
(1) ot = (of) " btebm = (61)" (b0, 0] + b7bt) = (b1)" 0" (b — ) (1.102D)

wobei zuletzt (1.97) zum Einsatz kam. Aber ¢ ist Eigenfunktion zu b'b mit Eigenwert \. Damit
folgt fur (1.101)

Pb'b)p=PNo = a(b) ¢y =(b1)"b"¢p=Pbb)p =P\, (1.103)
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Nun kann die Zahl P(\) nicht null sein, sonst miiite die linke Seite ebenso null sein, also

¢ = PO (o)™ @0, (1.104)

und damit ist ¢ vom Typ der oben konstruierten Eigenfunktionen. Insbesondere haben wir ge-
zeigt, daB alle Eigenwerte die Menge Ny bilden und einfache Eigenwerte sind (“nicht-entartet”).

Wir haben nun alle Eigenfunktionen bestimmt. Wenn wir nun benutzen/annehmen, daf§
das vollstdndige System von Eigenzustdnden eines hermitischen Operators H analog zum
endlich-dimensionalen Fall eine Basis des zu Grunde liegenden Raumes darstellt, konnen wir
sagen, daf die Zustédnde/Funktionen (¢, )nen, eine Basis des Raumes der quadratintegrablen
Funktionen darstellen und zwar eine Eigenbasis zum Hamiltonoperator H.

Die (normierten) Eigenfunktionen lauten explizit

ko
2rnly/T

wobei H,, die sogenannten Hermite-Polynome sind

H,(z) = (—1)"%* (%)ne—zz’ . (1.106)

Wir wollen noch verstehen, warum die Funktionen wie in (1.90) mit (1.106) geschrieben werden
konnen. Wir schreiben dazu den “Aufsteigeoperator” um

1 . P -1 0 -1 2.2 0 12,2
pt .= kox — _ _ k2 _ k2z2/2 k2z2/2 1.1
V2 ( o lhko) V2kq ( o f%) Vaky ox) ©  (1107)

wobei die letzte Identitéit wegen der Produktregel gilt und Operatoren durch ihre Wirkung auf
Vektoren/Funktionen erklért sind:

H,(kow)e "85/ | o = % (1.105)

(bn(x) =

0 k242 k242 k242 0

<%) e RoT 2 () = —k2x e 0T 2y)(x) 4 e M0 /2%@0(:1:) (1.108a)

— e M2 ([ 2z ap(x) + 2w(ac) — e M2 —2r 4 9 Y(z).

0 Ox 0 Ox
(1.108b)
Damit gilt fiir n-malige Anwendung
n _1 n 2 " 2

(b1)" = <2n—/2ez /2 (%) e /2, wobei z := koz, (1.109)

und dies auf e=**/2 angewendet liefert — bis auf die Normierung — die Funktion in (1.105,1.106).

Das Polynom H,, ist vom Grad n. Jeder der Eigenwerte (1.90) ist einfach, d.h. die zugehorige Ei-
genfunktion ist bis auf Normierung eindeutig bestimmt (bzw. der Eigenraum ist 1-dimensional).
Das ONS (¢, )nen, bildet eine ONB des Raumes der quadratintegrablen Funktionen.

Wir fassen zusammen:
Wir haben eine abstrakte (Operator-) Algebra gegeben. Es stellen sich folgende Fragen:
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(i) Welche indquivalenten, irreduziblen Darstellungen existieren?
M.a.W.: (i) durch welche “Matrizen” kénnen die algebraischen Relationen erfiillt werden,
(ii) ohne dafl ein nicht-trivialer Unterraum existiert, auf den die Matrizen eingeschrénkt
werden kénnen?
Antwort: Es existiert genau eine derartige Darstellung: Wirkung von b, b’ auf Zustéinde ¢,
wie oben beschrieben.

(ii) Sei irgendeine Darstellung der Algebra gegeben, in welche irreduziblen Darstellungen
zerféllt diese?
Antwort: Eine beliebige Darstellung der Operatoralgebra des harmonischen Oszillators muf3
in irreduzible Komponenten zerfallen, die dquivalent zu der oben gefundenen Darstellung
sind.

Uberlegungen zum / Besonderheiten des harmonischen Oszillators.

Wir hatten das Ehrenfest-Theorem kennengelernt. Fiir den harmonischen Oszillator bilden
(1.34) und (1.36) ein geschlossenes Differentialgleichungssystem, da hier VV (z) = mw?z ist und
somit

—(P)y = —mw*(z)y . (1.110)

Aquipartitions-Theorem
Stationédre Zustinde des Hamilton-Operators sind keine Eigenzusténde separat fiir die kineti-

sche Energie bzw. das Potential. Die Gesamtenergie verteilt sich jedoch gleich auf diese beiden
Teile:

In Eigenzustdnden des harmonischen Oszillators sind die Erwartungswerte von kinetischer
Energie und potentieller Energie gleich.

Dies sieht man wie folgt ein: Die Gleichungen fiir b und b' kénnen nach x und P aufgelost
werden:

1 hik
= b+ bt P==—2(b—0b"). 1.111
! \/§k0( +8) \/51( ) ( )
Sodann zeigt man
Mo g ane o P hw e
Wit == (040, o= (00T (1.112)

In stationdren Zustdnden (Eigenzusténden) ¢, gilt

hw
<%w2x2>¢n = (00 + 1), = (P?/2m),, (1.113)
Der Erwartungswert muff FE,/2 =

<(bT)2>¢n = 0 (warum gilt dies?).

%hw(n + %) sein. Im iibrigen wurde benutzt (b?),, =
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1.10 Die Impulsdarstellung

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften der Fouriertransformation untersuchen. Es
ist bekannt, daff die Abbildungsvorschrift linear ist und somit einen (linearen) Operator F im
Funktionenraum darstellt.

F:p—9, wobei (k)= (273)3/2 /dez)’:ce”;fw(f), (1.114)

und der Funktion v eine (neue) Funktion @Z zugeordnet ist. Dies definiert F geméafl Fi = @Z
Es stellt sich die Frage nach dem Definitionsbereich von F. Obiges Integral ist sicher definiert
fiir Funktionen aus £, d.h. solche, fiir die || integrabel ist. Natiirlich ist das Integral auch auf
L' N £? (dicht in £?) definiert. Da F aufierdem auf dieser Menge beschrinkt ist (Norm=1, sie-
he unten) kann F auf ganz £? erweitert werden durch stetige Fortsetzung.

Wie lautet F'? Per definitionem gilt

(f1Fg) = / PEfR) (Fo)(F) (1.115a)

=Gr7e | Poe M g(@)

= [0 (G [ e 1®) 9@ L . sy

Also muf3 lauten |

T2V (7)) — 3. kT (T
FIN@ = G /R &l e f(F) (1.116)
Es ist bekannt, dafi dies die Riicktransformation ist, d.h.
Fi=F"1 (1.117)

Damit ist F ein unitdrer Operator. Zum Beweis von (1.117): Fiir den Gebrauch in der Physik
beherrscht man die Fourier-Transformation mit Hilfe folgender Darstellung der J-Funktion

1 T 1 o .
53 ) — 3 1. AikZ . — _/ 1192:‘ 1.11
(Z) 2r)? /R3 d’ke™ , bzw. 0(x) o] dk e (1.118)
Grund: das Integral ist als Grenzwert von
1 * :
bc() = 2—/ dicefe=ekl (e 0T, (1.119)
™ —0o0

zu verstehen:

€ —ix’

/ dk elk‘:l:—ek — / dk e_(G_lx)k — (1120)
0 0

somit

5.(x) 1[ ! } (1.121)

2r e —1x e+ iz

27



mit Polstellen bei Fei. Mit dem Residuensatz, Asymptotik O(1/z?), Schliefen des Integrations-
weges unter Benutzung eines grofien Halbkreisbogens in beispielsweise der oberen Halbebene,
folgt

Cor 1

/ dx b.(x) = L 27 - 1 =1. (1.122)

o0

AuBlerdem gilt fiir jedes = # 0: §.(z) — 0.

Daf (1.116) die zu F inverse Operation ist, folgt aus

1 37. oikT T 1 3, ik L 3 1 ik (=
oL /d ke (k) = (%)3/2/61 ke oy | 4 o' e () (1.123a)
1 (a2
= / B’ (T @y / Bk T — (7). (1.123b)

=53 (F—")=63 (7 —7)

Analog zeigt man die Normerhaltung, oder einfach aus Unitaritét

(FfIFg) = (fIF'Fg) = (flg). (1.124)

Damit ist insbesondere die Beschrianktheit gezeigt. (Um einen Zirkelschluf§ zu vermeiden, sei
hier bemerkt, daf8 es reicht, die Aussage auf £!' N £? zu kennen: die Existenz und Unitaritit
von F auf £? folgt dann per stetiger Fortsetzung.)

Wir betrachten [¢(Z)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen am Ort Z zu finden, und
|(k)|* als Wahrscheinlichkeitsdichte, bei einer Messung den Impuls k zu messen:

V() } sind IOlrts—

x
YZ (l;) mpuls- } darstellung desselben Zustandes . (1.125)

Wir wissen, wie wir von der Orts- in die Impuls-Darstellung wechseln und zuriick. zz = Fu

bzw. ¢ = Flp = F14p.

Wir fragen uns nun, wie sich Impuls- (15) und Ortsoperator (X ) von der Ortsdarstellung

_. . ho S B o
(Bo)@) =590, (Xo)@) =6, (1.126)
in die Impulsdarstellung transformieren. Wir wollen fiir beliebige Zustédnde f, g rechnen
(f|Pg) = (FI[IPF'g) = (fIFPFLg). (1.127)
=P

Damit erhalten wir P = FPF' = FPF~L, was intuitiv klar ist: F~! transformiert von Orts-
in Impulsdarstellung, dann wirkt P in Ortsdarstellung und F transformiert das Ergebnis von
Orts- in Impulsdarstellung zuriick.
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Es gilt

U1Pg) = [ o @3 ¥9( (1.1283)
3wl 1 5. Ve kE

= /d x f (ZB)W/d kJTVg(k:)e (1.128Db)
ikg(k)eik®

= /d3k ((273)3/2 /dee_iEff(f) hkg(k) (1.128¢)

= /d%f*(;?) hk G(k) . (1.1284)

Vergleich von (1.127) und (1.131) zeigt, daf der Impulsoperator in Impulsdarstellung die Wir-
kung hat

P = Multiplikation der Wellenfunktion §(k) mit ik . (1.129)

Oder kurz:
P=p=hk. (1.130)

Der Ortsoperator in Impulsdarstellung:

(%) = [ & @iy (1.131a)
_ / &z f(7) (2;)3/2 Bl 75k (1.131D)

() (—iVi)eik®
_ / P f*(j’)(27rl)3 - / Bl (1Y (R))e (1.131¢)
= / d3k( (273)3/2 / BBz e FF f(a?)) iV g(k) (1.131d)
:/d?’kf*(l%') iVig(k), (1.131¢)

wobei von der zweiten zur dritten Zeile partiell bzgl. k integriert wurde. Der Ortsoperator in
Impulsdarstellung hat die Wirkung

—

X =iV, auf Wellenfunktion §(k) . (1.132)

Oder kurz:
= - 0

X =iVy =ihV,, wobei j="hk, V,= 5 (1.133)

—

Man beachte, dafl auch in der Impulsdarstellung die Kommutatorrelation von P und X bzw. P
und X erfiillt ist .
[P, Xg] = = 0ap, (,f=1,2,3). (1.134)
i
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Wir kénnen diese Ergebnisse direkt auf zusammengesetzte Operatoren, wie z.B. den Hamilton-
operator verallgemeinern. Sei H (p, Z) die Hamiltonfunktion der klassischen Mechanik, dann ist

—

h -
H <7Vx, X > Hamiltonoperator in Ortsdarstellung, (1.135a)
i

H (ﬁE, 1§k> =H (]5’, ih6p> Hamiltonoperator in Impulsdarstellung . (1.135Db)
Anwendung: harmonischer Oszillator

P2 o\? K2 2 52 )
D(ins) = 9 P (1.136)
op 2 O0p> 2m
Bei anderen Potentialen V(Z), die keine Polynome in # sind, ist die obige Ersetzung etwas
formal. Hier hilft das Faltungstheorem

1 g iR 1 o1 TN (R —R)E
— [ P V(@(@)e ™ = — | PaV(D) =gy [ PH O(K)EFH (1.137a)
(2m)3/ 2m)3/ (2m)3/

= [ @R TE-R)E) = (7 D)), (1.137b)
mit
7 1 3, —ik@y (=
V) = 5o /R?)dxe V() (1.138)

wobei hier die Potenz von 27 tatsichlich (27)3 ist statt (27)%/2.

Die zeitabhéngige Schrodingergleichung nimmt in der Impulsdarstellung die Form einer Integro-
Differentialgleichung an

27.2 - m2k2 ~

ihab(F,t) = hzm (k. t) + /dSk’V(E— (K 1) = 5k ) + (Vx)(k,t).  (1.139)

Zum Abschlufl betrachten wir die “Eigenfunktionen” zum Orts- und Impulsoperator.

Eigenfunktionen zum Ortsoperator: ¢z mit Eigenwert 7 zum Operator X

in Ortsdarstellung: ¢z (%) = 6*(F — ') (1.140a)
denn:  (Xo¢z) (&) = 202 — ) = 26T — &) = P ¢x (D) (1.140b)
dh. Xop =T, (1.140c¢)
- . 1 =
in Impulsdarstellung: ¢z (k) = W /d3;p¢£/ (7)e e (1.140d)
T
e;igﬂ'/
1 —ika’

— (27r)3/2e , (1.140e)

« 9 > 7 N 1 _ika = 1 _ika =17
Probe”: (Xo¢#)(k) =iV (2#)3/26 W — g (2#)3/26 M — Fop (k). (1.140f)



Eigenfunktionen zum Impulsoperator: x;, mit Eigenwert Ak zum Operator P

1 ik

We (1.141a)

in Ortsdarstellung: xz (%) =

5 - he 1 ik’ 7 1 iK'z 7 =
denn: (Pxp)(Z) = Tvx(27r)3/2e = hk,(gﬁ)dﬂe = hk'x7(Z)  (1.141b)
dh. Pxp = hk'xp (1.141c)
. - 1 .
in Impulsdarstellung: Xz (k) = W/d%)(ﬁ/(x)e k (1.1414)
1 3, (K k)& 3070 1 30
= ! v = — k)= — 1.141
(277)3/d re (K —k)=0"(k— k), ( e)
“Probe”:  (PXy)(k) = ik 68°(k — k') = hk' 0*(k — k') = hk' X (k) - (1.141f)

Die Normierung lautet fiir beide Félle:

Eigenzustinde zum Ortsoperator: (¢ |pz) = /d3x(53(f — (& -7 =& -7,
(1.1422)

>

(2m)3

auch unabhéngig von der Darstellung. Dies sind typische Normierungsbedingungen, die man
bei kontinuierlichen Spektren fordern kann.

Eigenzusténde zum Impulsoperator:  (xz|Xz) = / el kN7 _ B(E — K", (1.142b)

In der Ortsdarstellung nehmen die Eigenfunktionen des Ortsoperators sehr lokalisierte o-
Funktionsausdriicke an. In der Fourier-Darstellung nehmen die Eigenfunktionen des Impuls-
operators dhnliche lokalisierte §-Funktionsausdriicke an, daher wird die Fourierdarstellung auch
Impulsdarstellung genannt.

2 Genereller Autbau der Quantenmechanik

2.1 Dirac-Notation

Im letzten Abschnitt haben wir die Eigenzustéinde zu Orts- und Impulsoperator in der Orts- als
auch der Impulsdarstellung betrachtet. Fiir eine Funktion ¢ € £? und ihre Fouriertransformierte
¢ sind die Skalarprodukte mit Eigenzusténden des Ortsoperators in Ortsdarstellung ¢z und in
Impulsdarstellung ¢z

(Par|t)) =0(2),  (dw|) = (@), (2.1)
mit gleichem Ergebnis. Analog sind die Skalarprodukte mit Eigenzustdnden des Impulsoperators
in Ortsdarstellung x; und in Impulsdarstellung x;,

(ple) = 9(F),  (Kpld) = d(F), (2.2)

wieder mit gleichem Ergebnis.
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Wir wollen dies und eine gewisse Abstraktion zur Grundlage unseres Naturbildes machen. Wir
gehen aus von einem Hilbertraum H von Zustédnden. Aus jedem Zustand 1 entstehen durch
das Nehmen der Skalarprodukte mit den Eigenzustdnden des Ortsoperators zum Eigenwert &
die Wellenfunktionswerte (). Nehmen wir die Skalarprodukte von 1 mit den Eigenzustdanden
des Impulsoperators zum Eigenwert hk entstehen die Wellenfunktionswerte J(/;) Wir kénnen
einen beliebigen selbstadjungierten Operator A zu Grunde legen und nennen die Skalarproduk-
te seiner Eigenzusténde mit ¢ die (Wellen-) Funktionswerte in “der A-Basis”. Von praktischer
Bedeutung ist, sofern man sie kennt, die Energie-Basis bzw. H-Basis, wobei H der Hamilton-
operator ist.

Ferner benutzen wir das Konzept des zu H dualen Raumes H* der (beschrénkten) linearen
Abbildungen auf H mit Werten in C. Da der Hilbertraum A mit einem Skalarprodukt (.|.)
ausgestattet ist, konnen wir zu einem beliebigen Vektor f € H ein duales Element durch (f|.)
definieren, welches in folgender Weise auf H wirkt:

(fly: H=C (2.3a)
9= {flg), (2.3b)

oder in Worten: (f|.) ist eine lineare Abbildung auf H.

Bemerkung: Falls H einfach nur der Raum aller n-Tupel mit Standardskalarprodukt ist, so ist
in der obigen Betrachtung f ein Spaltenvektor und (f|.) der Zeilenvektor, der sich durch Trans-
ponieren und komplexes Konjugieren ergibt: (f|.) = (f*)T = fT.

Tatséchlich stehen die Elemente von H und H* durch die Relation (2.3) in 1:1 Beziehung zu-
einander: jedes Element aus H gibt Anlal zur Definition eines Elementes aus H*, und jedes
Element aus H* ist von dieser Art.

Dirac-Notation
Fiir ein beliebiges Element f € #H schreiben wir |f) (€ H), und fiir (f|.) schreiben wir (f| (€ H*).
Das Skalarprodukt zweier f,g € ‘H kann dann wie folgt geschrieben werden

(flg) = {f1-19) (2.4)

wobei auf der rechten Seite (f|- das Produkt bzw. die Anwendung von (f| = (f|.) auf |g) = g
bezeichnet.

Wir bevorzugen die Schreibweise (f|g) und fassen dies wahlweise als Anwendung eines Ele-
mentes aus H* auf ein Element aus H auf, oder als Skalarprodukt zweier Elemente aus H. Ein
Zustand |g) € H und der Zustand (f| € H* werden auch “ket” und “bra” Zustand genannt und
“bra” angewendet auf “ket” liefert das “bra(c)ket” (f|g).

Fiir Elemente f € H wird das nach (2.3) zugeordnete duale Element in der Mathematik f*

genannt. In der Quantenmechanik nennen wir das dem Element |f) aus H zugeordnete duale
Element (f| und schreiben manchmal (f| = |f)T (wobei die rechte Seite durch die linke Seite
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erklért ist). Siehe auch die Uberlegungen nach (2.10).

Wir werden ab nun nahezu vollstdndig auf den Begriff von Wellenfunktionen verzichten. Wenn
wir zu einem Zustand [¢)) doch den Wert ¢ (Z) ermitteln wollen, so benutzen wir die Eigen-
zustdnde |7) zum Ortsoperator X und finden

() = (Z]Y), (“per definitionem”) . (2.5)

Dies ist absolut vertrdglich mit (2.1), d.h. unabhéngig von der Darstellung von v und der
Eigenzusténde zu X liefert das Skalarprodukt ¢ (Z). Analog finden wir mit den Eigenzusténden
|k) zum Impulsoperator P

(k) = (k|y) . (2.6)
(Achtung: Wir haben hier eine Kurznotation fiir die Eigenzustinde zu X und P benutzt: |Z)

und |/§> sind unterschiedliche Objekte und man kann sie unterscheiden, solange fiir ¥ und k kei-
ne Zahlenwerte eingesetzt werden.)

Das Matrixelement eines linearen Operators hatten wir schon wahlweise in zwei Notationen
geschrieben

(f1Ag) = {f1Alg), (2.7)

wobei nun beide Schreibweisen einen Sinn ergeben und identische Ergebnisse. Die linke Seite
ist das Skalarprodukt von f mit dem Vektor “A angewendet auf ¢”. Die rechte Seite ist als An-
wendung des Operators A auf den Ket-Zustand |g) mit anschlieBender Anwendung eines dualen
Vektors, ndmlich dem Bra-Zustand (f| zu verstehen. Nun ist A|g) = |Ag) und (f|-|Ag) einfach
das Skalarprodukt von f mit Ag, was identisch zur linken Seite ist.

Fiir einen Operator A und den adjungierten A' gilt
(flATlg) = (fIATg) = (Aflg) = (gl Af)" = (gl AlF)", (2.8)

oder in Worten: die Matrixelemente zu A’ erhélt man aus denen von A durch Transposition
und komplexer Konjugation.

Achtung: Die Transposition eines Operators ist genau wie die komplexe Konjugation nur nach
Auszeichnung einer Basis definiert. Die simultane Anwendung von Transposition und komple-
xer Konjugation liefert ein Ergebnis, das unabhéngig von der gewéahlten (orthonormalen) Basis
ist und den adjungierten Operator liefert.

Wir erinnern an die wichtigen Relationen
(AB)" = BYAT AT = A, (2.9)

Ferner heiit A selbstadjungiert, wenn AT = A.

Wir betrachten nun speziell Operatoren der Form

A = |u)(v], (2.10)
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fiir die AT = |v)(u| gilt. Probe: (flAlg) = (flu)(v]g) und (g|AT|f)* = (g|v)*(u|f)*. Wenn wir
schreiben (|u)(v|)t = (v|"|u)', sehen wir, daB wir die Operation 1 auch auf Zustéinde erkliren
kénnen durch |u)’ = (u] und (u| = |u).

Zu (2.10) interessiert uns insbesondere der Fall |u) = |v) mit (uJu) = 1. Offenbar ist dieser
Operator selbstadjungiert. Derartige Operatoren werden Projektoren genannt, speziell fiir den
letzteren Fall definiert man

P, = |u){ul, (Projektor auf |u)) . (2.11)

Beachte
Bulf) = [w)(ul - [f) = [u)ul f) = (ul fHlu) (2.12)
wobei natiirlich (u|f) das Mafl der Komponente von |f) in Richtung |u) ist.

Mit Hilfe der Projektoren lassen sich viele Aussagen kompakt formulieren. beispielsweise ist
ein orthonormiertes System von Zustédnden (uy), .y bzw. (|ug)), oy vollstindig und damit eine
Orthonormalbasis (ONB), genau dann, wenn gilt

Y Pu = fun)(ug| =1 (=1id). (2.13)

neN neN

Diese Gleichung ist ndmlich dquivalent zu: Sei |f) beliebig aus H

> ) (unlf) =), (|f) darstellbar durch |u,)) (2.14a)
=S falu) s fa= () (2.14b)

Und natiirlich gilt

f|(2 ) un!)\f 1) (215)

neN

neN

fiir jedes |f). Tatsdchlich folgt aus der letzten Relation schon (2.13), da linke wie rechte Seite
selbstadjungierte Operatoren sind und die Identitdt von (allen) Erwartungswerten die Identitét
dieser Operatoren impliziert.

Jedes Skalarprodukt (f|g) 148t sich darstellen

(Flg) = fI(Z!un unr)\g S (Flun)unlg) = 3 Fon. (2.16)

neN neN neN

Auch lineare Operatoren stellt man analog dar

A=1-A-1= " [un) (] Aftin) (] = > Ay tin) (], (2.17)
n,meN — A n,meN
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wobei A, ,,, das (n, m)-Matrixelement von A in der (|u,))-Darstellung ist. Wegen (2.8) gilt nun
tatséchlich
(A7) =AL. (2.18)

Dem Produkt C' = A - B zweier Operatoren entspricht das Matrixprodukt

Con =Y _ AniBim,  aus (u,|Cluy,) = (un]A(Z |u,><ul\)3\um>, (2.19)

l

wobei hier der Summationsindex {iber die Menge N lduft. Auch weiter unten soll dies implizit
fiir Summationsindizes verstanden sein.

Sehr wichtig sind der Darstellungswechsel und die zugehorigen Rechenregeln. Seien (|u,)) und
(|vn)) zwei ONBs, dann gilt

= (Ul ) = > (Wnlttn) (| f) = Z U £, wobel £ = (um|f), (2.20a)
sowie Un: = (Up|Up), mit U:;,m = (Up|vn) , (2.20b)
und analog
=2 Unafly (221)
Fiir Operatoren gilt )
AD) = (alAlom) =) (v |ur) (] Afug) (ug o) Z U AUz, (2.22)
Lk

Beachte, dafl wir es oben mit Matrixelementen Anm und ALY, des gleichen Operators A zu
verschiedenen Basen (“u-Basis” und “v-Basis”) zu tun haben, dle Transformationskoeffizienten
U, m eine Matrix definieren. Man kann jedoch einen Operator definieren, dessen Matrixelemente
mit diesen Koeffizienten identisch sind. Dies ist

U= |u)(va, (UT = Z|vn><un|> : (2.23)

n

wobei (u,|U|tp,) = (0,|U|vp,) = Uy gilt, sowie: Matrixelemente von A in v-Basis gleich Matrix-
elemente von UAUT in u-Basis.

2.2 Spektraldarstellungen

Wir haben bisher selbstadjungierte Operatoren betrachtet, deren Spektren aus Eigenwerten be-
stehen. Den allgemeinen Fall von selbstadjungierten Operatoren mit Spektralwerten, die nicht
Eigenwerte sind, haben wir pragmatisch in einer “Extrapolation” von Ausdriicken und Nota-
tionen behandelt. Dies wollen wir nun mathematisch sauberer machen.

Seien |a,) (normierbare) Eigenzustinde zu Eigenwerten a, eines selbstadjungierten Operators
A, so kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf die |a,) orthonormiert sind:
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e Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal,

e in jedem Unterraum von Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert kann immer eine ortho-
normale Basis ausgezeichnet werden.

In dem von allen |a,) aufgespanntem Raum hat dann A offenbar die Darstellung

~

-~

g
vV

| I — x
A= ZaVPaV = Z aylay,){a,l, (2.24) a, o a,

v

wobei P, der Projektor auf den Eigenraum zum Eigenwert a, ist und im nicht-entarteten Fall
gleich |a,)({a,| ist. Falls der Eigenraum hoherdimensional ist, verstehen wir die obige Summe
auf der rechten Seite entsprechend verallgemeinert, ohne es hier zu notieren. Wir werden bei
den néchsten Uberlegungen mit Projektoren P_ arbeiten.

Der Fall “alle Spektralwerte = Eigenwerte” trifft auf die gesamte Lineare Algebra zu, sowie
auf den harmonischen Oszillator und den Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden: hier lie-
gen rein diskrete Spektren vor mit ausschliefllich Eigenwerten als Spektralwerte. Wenn wir die
Moglichkeit eines kontinuierlichen Spektrums oder eines gemischten Spektrums miterfassen wol-
len, so schreiben wir als Physiker haufig

A=Y ala)o]+ [ dhaOa() ], (2.25)

mit einer Summe iiber den diskreten Teil des Spektrums (Eigenwerte) und einem Integral
tiber den kontinuierlichen Teil des Spektrums. Hier sind die |a,) (richtige) Eigenzusténde und
la(N)) “generalisierte Eigenzustdnde” zu den jeweiligen Spektralwerten. Ein Beispiel dieser
“generalisierten Eigenzustdnde” hatten wir im Fall der Impulseigenzustiande bzw. der Fourier-
transformation kennengelernt.

Wir setzen die Vollstdndigkeitsrelation
D la)a] + /dAIQ(A»(a(A)I =1, (2.26)
und die paarweise Orthogonalitéit voraus. Dies impliziert auch schon die Normierung

L-Ja,) =) las)(ala,) +/dk\a(k)><a(/\)!au> (2.27a)

v

& () = o (@Wla) =0, (2271)
L-Ja(>)) = Y la,){ayla(>)) + /dA|a()\)><a(>\)|a(%)> (2.27¢)
& (ayla(zx) =0, (a(N)]a(s)) = §(\ — 3), (2.27d)

Nun ist diese Formulierung erstens nicht sauber (“richtige Zustdnde” im Hilbertraum zeigen
keine J-Funktionsnormierung), zweitens ist sie nicht allgemein genug (die Frage nach der Ent-
artung von Spektralwerten wurde ignoriert, z.B. bei entarteten kontinuierlichen Spektren sind
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Summen von Integralen notwendig), drittens nicht elegant, da Summen und Integrale unein-
heitlich behandelt wurden.

%MW 2__(44

Wir wollen die mathematische Formulierung des Spektralsatzes zitieren und motivieren. Zen-
tral ist der Begriff der Projektoren (bzw. der Projektions-Operatoren).

Sei U ein abgeschlossener Unterraum von H, dann gibt es ein dazu orthogonales Komplement
UL = {|f)]|f) L U}. Der Hilbertraum ist direkte Summe aus U und U+: H = U & U+, d.h.
jedes |h) € H 148t sich eindeutig zerlegen |h) = |h)| + |h) . mit |h)| € U und |h), € U*. Die
Operation Py : |h) — |h)| ist wohldefiniert und “projiziert” einen Vektor auf seinen Anteil in
U. Der Operator Py heifit Projektor auf U.

Offenbar haben derartige Projektoren die Eigenschaften
P2=p, P=pP. (2.28)

Diese Eigenschaften folgen aus: P?|h) = P|hy) = |hy) = P|h) und (g|Ph) = (glhy) = (gy|hy) =
(gilh) = (Pglh) = (g|P"h).

Umgekehrt gehort zu jedem Operator P mit diesen Eigenschaften (2.28) ein abgeschlossener
Unterraum U C H, so dafl Py = P. Damit charakterisiert (2.28) die Projektoren.

Bemerkung: Die oben betrachteten |u)(u| waren 1-dimensionale Projektoren. Man iiberlege
sich: die Summe von Projektoren auf orthogonale Rdume ist wieder ein Projektor.

Definiere die Projektoren E(a) zu a € R beliebig (auf Basis von (2.25)) durch

ay<a
E(a) = Z la, ) {a,| + /(A) dAa(N)){(a(N)]. (2.29)
v a <a
Diese Projektoren zeigen die Eigenschaft

(1) E(a) (a € R) ist eine Schar von Projektoren,

(2) E(a)E(b) = E(b)E(a) = E(a) fir alle a,b € R mit a < b,
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(4) E(a+07) = E(a), d.h. linksseitige Stetigkeit.

Eine derartige einparametrige Schar von Projektoren heifit auch Zerlegung der Einheit oder
Spektralschar. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren sagt aus: Zu jedem selbstad-
jungierten Operator A existiert genau eine Spektralschar E(a), so daf

A= /OO adE(a), (2.30)

o0

wobei das Integral als Stieltjes-Integral aufzufassen ist

Jim S (g anal) wlabl) = BO) - Ela). (231)

Bemerkung: Wir haben die Eigenschaften der Spektralschar (1-4) aus (2.25) motiviert und auch
(2.30) ist eine Folge davon. Natiirlich steht (2.25) auf tonernen Fiiflen, aber (2.30) und die Ei-
genschaften der Spektralschar (1-4) gelten rigoros.

Genau an den Sprungstellen der Spektralschar liegen Eigenwerte vor, dort wo dE(a) # 0 liegen
die (anderen) Spektralwerte.

Zur Anwendung von Funktionen f auf selbstadjungierte Operatoren: f(A)
Sei f : M — C eine Funktion mit einem Definitionsbereich M, der das Spektrum von A umfaft.
Dann wollen wir unter f(A) verstehen

f(A) = /_OO fla)dE(a), (2.32)

sofern das Integral existiert. Insbesondere gelten
(i) E(a) =06(a—A), denn E(a) = [*2 O(a —d)dE(d) = [*_dE(d'), (O(x) =1 fiir z > 0),

(ii) ist f(a) = > a;a’ ein Polynom, so ist f(A) wie oben definiert dasselbe wie > ;A7 in der
elementaren Definition.

Im Sinne der bisherigen Behandlung selbstadjungierter Operatoren kann das Arbeiten mit dem
operatorwertigen Stieltjesintegral vermieden werden durch Betrachten von Erwartungswerten,
die ja selbstadjungierte Operatoren vollstédndig charakterisieren.

Sei ) € H (und (¢|¢p) = 1), dann ist
Ey(a) = (Y|E(a)|v), (2.33)

eine reellwertige, monoton steigende, linksseitig stetige Funktion von a mit den Grenzwerten
Ey(—00) =0 und Ey(c0) = 1.
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£,6)

Damit ist (2.30) dquivalent zu 1 \ /__—_

(W] AJ) = / wdEy(a),  (234)

—00

—_— e
S

2

und das Integral ein normales Stieltjesintegral. ™ o

Abschlieflende Bemerkung: Trotz der mathematischen Unsauberkeit von (2.25) und (2.26) wird
eine derartige Formulierung in der Physik bevorzugt.

2.2.1 Simultane Diagonalisierung verschiedener (selbstadjungierter) Operatoren
Haben zwei Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis, so vertauschen sie.

Beweis. Sei (|¢n)),en Eigenbasis mit Ale,) = anlen), Blen) = bylen), dann folgt (AB —

Tiefsinniger ist: Vertauschen zwei selbstadjungierte Operatoren, so besitzen sie eine gemeinsame
(“simultane”) Eigenbasis.

Beweis. Seien selbstadjungierte A, B mit AB = BA gegeben, (|¢n)), oy sei Eigenbasis zu A:
Alen) = anlen) -

(1) Falls a,, nicht entartet ist, d.h. der Wert a,, nur einmal vorkommt, sind wir schnell fertig:
A(B|pn)) = BA|pn) = an(B|e,)) impliziert, dal auch B|y,) Eigenzustand zu A zum
Eigenwert a, ist. Dann muf es eine Zahl b, geben, so dal Bly,) = b,|en), also ist |¢;,)
Eigenzustand zu B mit Eigenwert b,,.

(2) Sei allgemein U der Eigenraum zum Eigenwert a,, von A, wobei nun erlaubt sei, daf§ dim(U)
auch grofer als 1 sein darf. Wie unter (1) gilt B|y,) ist Eigenzustand von A zum Eigenwert
an. Also muB Blp,) in U liegen: BU C U und B kann auf U beschrankt werden. Diese
Beschrinkung B|U ist ein selbstadjungierter Operator auf U. Die Spektraldarstellung von
B|U 16st das Problem: alle Eigenzustédnde von B in U sind natiirlich auch Eigenzustidnde
zu A.

]

Verallgemeinerung: Jedes System aus selbstadjungierten Operatoren, die paarweise vertau-
schen, hat eine gemeinsame (simultane) Eigenbasis.

Definition: Ein System vertauschbarer Operatoren heifit vollstandig, wenn die gemeinsame Ei-
genbasis eindeutig festliegt. Dann ist jeder Zustand der Basis durch die Eigenwerte des Systems
eindeutig bestimmt.
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2.3 Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation

Wir wollen unsere Diskussion der Orts- und Impuls-Darstellung von Zustédnden [¢) allgemein
fassen. Beispiclsweise war 1(k) bzw. | (k)[* die Wahrscheinlichkeitsdichte bei einer Messung
des Impulses den Wert ik zu finden. Oder: |1(k)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte im Zustand
1) den Zustand |k) zu finden. Allgemeiner formulieren wir, und das fiir normierbare (quadra-
tintegrable) Zustande:

(Postulat) Das Skalarprodukt (¢|¢) hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsamplitude und
|(p|1)|* einer Wahrscheinlichkeit, den Zustand |¢) zu finden, wenn das physikalische System
sich im Zustand |¢) befindet ({(¢|p) = (]1p) = 1 vorausgesetzt).

Wir betrachten den Mefprozefl einer Observablen A mit Eigenwerten a, und zur Einfachheit
seien diese als nicht-entartet angenommen. In einem Einzelexperiment bzw. der Messung an
einem Zustand |¢)) wird das System gezwungen, einen Eigenzustand von A anzunehmen, wobei
die Wahrscheinlichkeit, |a,) nach der Messung vorzufinden, w, = [{a,|1)|* ist. Nach vielen
Wiederholungen des Experiments findet man als Mittelwert der Einzelmessungen

A= wpan =Y (Wlag)an(anle) = (@] (Z ran>an<anr> [¥) = (YIAly) = (A)y, (2:35)

n n

in Ubereinstimmung mit useren fritheren Diskussionen der Observablen. Es gilt natiirlich auch

S wn =D (landanle) = (0 (Z |an><an|) ) = (W) = 1. (2.36)

n n

Bemerkung: Diese Beziehungen gelten auch fiir entartete Spektren. Unterschied in der Diskus-
sion: nach Messung mit Ergebnis a, wei3 man nicht, in welchem der Zustdnde zum Eigenwert
a, sich das System befindet.

Fiir kontinuierliche Spektren sind die obigen Definitionen zu modifizieren, w(\) = [(a(\)|¢)
ist dann eine Wahrscheinlichkeitsdichte: w(A)dA [= dEy(a()))] ist die Wahrscheinlichkeit, den
MeBwert in [a(A), a(A + dA)[ zu finden.

’ 2

Mit gegebenem w,, oder w(A) beherrschen wir auch die gesamte Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir MeBwerte. Wir definieren das mittlere Schwankungsquadrat (AA)? durch

(AA)? = (A7) — (A4)* = (A - (4))*) > 0. (2.37)

AA mift die Streuung der Verteilung um den Mittelwert A = (A), und heiit auch die Unschiirfe
von A im Zustand 1. Offenbar gilt

Unschérfe =0 < |¢) ist Eigenzustand zu A. (2.38)

Beweis.
0= ((A—(A))") = (A= (ANYI(A = (A))¢) & (A= (A)]) =0. (2.39)
[l
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Man iiberzeuge sich, dal Aly) = (A)|¥) + |x) mit (P|x) = 0 (multipliziere (¢)| an Gleichung)
und (AA)? = (x|x) (Gleichung quadrieren).

Eine umfassende Vorschrift fiir beliebige Spektren erhélt man, der mathematischen Statistik
folgend, durch die Verteilungsfunktion

va4(a) := Wahrscheinlichkeit, bei Messungen von A an ¢ einen Wert < a zu finden (2.40a)

= Z wy, + / da'w(a'). (2.40Db)

/
n a'<a

Offenbar hingt v, mit der Spektralschar £ zu A zusammen

vaw(a) = (¥10(a — A)[Y) = (Y[E(a)|¢) = Ey(a), (2.41)
siehe auch (2.33).

Wir fragen uns, ob es einen (selbstadjungierten) Operator gibt, dessen Erwartungswert bzgl. |)
den Wert der Wahrscheinlichkeitsdichte w(a) = |{(ali)|? liefert? Antwort: dieser Operator ist
d(A — a), denn

(54— a)y = (]--O(a — A)) = S (W1 B(0) ) = wla). (2.420)

Bei der Messung einer einzigen Observablen kann die Unschérfe 0 sein. Bei der Messung meh-
rerer Observablen gilt dies nicht notwendig fiir alle Groflen: Unschérferelation.

Seien A, B Observable, dann gilt

AA-AB = 5[([[A, Bllv)|. (2.43)
Im Spezialfall A = P, B = X gilt [A, B] = [P, X| = h/i, so daB folgt
AX -AP > g (2.44)

Beweis. Seien A’ = A — (A)y, B' = B — (B)y, dann folgt mit der Schwarzschen Ungleichung

(AAP(AB)* = (A%} (B")y = (A|AV)(B'Y|B'Y) (2.452)
> [(A'p|B'y) . (2.45b)
Weiterhin gilt
(A'Y|B'Y) = (V|A'B'Y) (2.46a)
= (Y| 3(A'B'+ B'A) v) + (¢| 5(A'B' = B'A) ) (2.46b)
selb;tadj. i- sell‘),stadj.
=a+if, a,feR (2.46¢)
= [(AYBY)P = + 57 = 52, (2.46)
Wegen [A’, B'] = [A, B] haben wir die Aussage bewiesen. O
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Bemerkung: Es sind A, B nicht nur nicht gleichzeitig scharf meibar, der Zustand selbst kann
nicht simultan Eigenzustand zu A und B sein, wenn g # 0.

Wann gilt in der Unschérferelation (2.43) das Gleichheitszeichen?

Schwarzsche Ungleichung :  A'|¢)) = ¢- B'|¢)), mit c € C (2.47a)
zweite Ungleichung : a=0, (2.47b)

also
0= (W|(A'B' + B'A)¢) = (c+ ) (W|B?[¢), (2.48)

so daB ¢ rein imaginér sein muB (¢+¢* = 0), auer wenn (1| B'*|1)) = 0, dann aber die Gleichheit
in (2.43) trivial erfiillt ist.
Wir wenden diese Erkenntnis auf den wichtigen Fall A = P, B = X mit ¢ =iy an

(A — eBYw) = 0 (2.49a)

[P = (P) —iy(X = (X))][$) =0 (2.49b)

explizit: h% —ip+vy(x—2)| Y(x) =0 (2.49¢)
mit Losung: ¢(z) = e~ 2@~ i/l (2.49d)

Diese Funktionen sind auch als koharente Zustande bekannt.

Man beachte, dafl durch eine Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilung wa(a) der Zustand
|1)) nicht eindeutig bestimmt werden kann. Zum Beispiel leistet jeder Zustand

o) = Vwalan)e™|an), (2.50)

mit beliebigen reellen Phasen «,, das Gewiinschte: |(a,|¢)|* = wa(a,). “Es kommt noch bes-
ser”: Es mag sein, dafl bei jeder Messung ein anderer Zustand vorliegt, z.B. Eigenzustédnde
von A, die mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung w4(a,) verteilt sind. Dies fiihrt uns auf die

Quantenstatistik:

reiner Zustand (reine Gesamtheit): System wird beschrieben durch genau einen quantenmecha-
nischen Zustand |¢).

gemischte Gesamtheit: System wird durch ein Gemisch aus verschiedenen, reinen (nor-
mierten) Zustédnden [i¢,) beschrieben, die mit Wahrscheinlichkeiten w, realisiert sind
(w, =20, w, =1).

Hilfreich ist der Begriff des Dichteoperators W definiert durch

W= 3" walun) il (2.51)
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Man beachte, dafl die |¢,,) nicht paarweise orthogonal oder (insgesamt) linear unabhéngig sein
miissen. Die Ergebnisse einer Messung von A in einem gemischten Zustand liefern natiirlich

Aw =Y walulAln) = Y wa(ulA - 1iba) (2.52a)
= iwnwnM(Z !¢z>z¢z|) [¥n)  (|¢1)) eine beliebige ONB (2.52b)
= anz Yl Alfn) (i1l thn) = Zan O1ltn) (¥l Al 1) (2.52¢)
= ; 2 (;wnlwn (¥l ) Aler) = ;www (2.524)

= Sp(WA) =Sp(AW). (2.52e¢)
Erinnerung:

e Die Spur, Sp (trace, Tr) eines Operators ist unabhingig von der Wahl der ONB bzw.
jeglicher Basis definiert.

e Man darf die Reihenfolge eines zweifachen Produktes mit der Spur vertauschen (nicht von
mehreren), bei mehreren Faktoren ist zyklisches Durchpermutieren erlaubt

Der Dichteoperator W (2.51) hat die Eigenschaft
W ist selbstadjungiert, W >0, SpW =1. (2.54)
Hierbei wurde benutzt

e Ein selbstadjungierter Operator A heifit positiv semi-definit (A > 0) genau dann, wenn
alle Erwartungswerte (| Aly) > 0 fur alle |¢) € H.

e Spurbildung
SpW = anSp [tn) (¥n]) an- = 1. (2.55)

Tatséchlich ist jeder lineare Operator, der (2.55) erfiillt, von der Gestalt (2.51), sogar mit or-
thogonalen Zusténden [¢,) und w, >0, > w, = 1.

W beschreibt genau dann einen reinen Zustand, wenn genau ein w,, = 1, Rest 0 ist <& W? = W.

Durch die Messung von A allein kann nicht bestimmt werden, ob der Zustand rein oder ein
gemischter ist. Beispielsweise kann zu einer Verteilung wa(a,) von MeBwerten der gemischte
Zustand

Wy = Z wa(ay)|an){a,|, (sog. “inkohérente Mischung”), (2.56)

gehoren, oder
Wy = |9)(¢], mit |¢) wie in (2.50), (sog. “kohérente Mischung” der |a,,)) . (2.57)

W1 (W) sind Zustédnde minimaler (maximaler) Kohérenz bzw. maximaler (minimaler) Entropie.
Mehr hierzu erfahren Sie in der “Statistischen Mechanik und Thermodynamik” (TP IV).
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2.4 Die Zeitentwicklung

Wir betrachten die Zeitentwicklung eines Zustandes |1)) unter der Schrodingergleichung

d d

H|y) = ihE\w) : (ausﬁihrlicher H(t)|w(t)) = ihaw(t)>> , (2.58)

wobei H im allgemeinen t-unabhéngig ist, was im folgenden jedoch nicht vorausgesetzt wird. Da
H selbstadjungiert ist, gilt die adjungierte Gleichung

d
(WIH = —ih (. (2:59)

und, wie schon frither und umsténdlicher gezeigt, gilt Normerhaltung

) = () + i) = + (AN — (WlHR)) = 0. (2.60)
Damit ist die Abbildung
Ult,to) : [(to)) — [0(t1)),  (to < t1 sowie to > 1), (2.61)

linear und isometrisch. Invertierbarkeit gilt auch, da die “zeitumgekehrte” DGL losbar ist. Damit
ist U(t1,tp) unitar, d.h.

UT(tl,to) - Uﬁl(tl,to) = U(to,tl). (262)
Aus
(1)) = Ul(t, to)|¥(t)) (2.63)
fiir beliebige |1 (to)) folgt offenbar
Ht)U(t, to) = ih%U(t,to) : Ulto,to) =1. (2.64)

Ferner gilt die Eigenschaft
U(tg,t1>U<t1,t0) == U(tg,to) y (265)

fiir alle Zeitordnungen (d.h. nicht ausschlielich fiir to >t > ).
Fiir den Fall H(t) = H, also H zeitunabhéngig, gilt einfach

Ult, t) = e nH—t0) (2.66)
Schrodingerbild (wie bisher): zeitabhéangige Zustande [15(t)) := [ (t))

[Ys(t)) = U(t,0)|s(0)) = Ut)[¢s(0)) (2.67)
Observable (héufig) zeitunabhéngig Ag := A.

Heisenbergbild:

W) = vs(0)),  Au(t) = U AU(), (2.68)
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also zeitunabhéngige Zustinde und zeitabhingige Operatoren.

Diese “Bilder” sind vollig dquivalent, da Skalarprodukte und Matrixelemente identisch sind

(ds(Os(t) = (o5 (O UNOU() [s(0)) = (95(0)[¢s(0)) = (b |vom) . (2.692)

(Ps(t)|As|is(t)) = (¢s(0)] UT(;)ASU@) 115(0)) = (¢s(0)[An(t)[1s(0)) = (Pul|Au(t)|Vu) -
o (2.69D)

Im Heisenbergbild wird anstelle der Schrodingergleichung fiir Zustidnde, die Zeitentwicklungs-
gleichung fiir Observable benutzt

d d

i S _ir +
ih— An(t) = ih— (UT(1) AsU (1)) (2.70a)
= —U'HMASUt) + U () AsHOU(t) +UT(t) <ih%AS> U(t)  (2.70b)
—UT(t)H(t)U(t)UT(t)ASU(t;fi-UT(t)ASU(t)UT(t)H(t)U(t)
ot ),

Das Objekt Hp(t), der zeitabhingige Hamiltonoperator im Heisenbergbild, sieht als Sym-
bol eigentiimlich aus, vereinfacht sich jedoch fiir den zeitunabhéngigen Fall H(t) = H zu
Hy(t)=Hs=H.

Bemerkung: Die Gleichung (2.70c) hat ein klassisch-mechanisches Analogon, wenn %[H, Al
durch die Poissonklammer {H, A} ersetzt wird.

Fiir die Dichtematrix gilt

d
ih— W = [H,W], (2.71)

mit anderer Reihenfolge der Eintrage im Kommutator! Warum?

3 Symmetrien und ihre Anwendungen

3.1 Darstellungen

Wir wollen die wichtigsten Invarianzen und die zugehorigen Erhaltungsgréfien der klassischen
Mechanik auf die Quantenmechanik iibertragen.

Wir betrachten Gruppenelemente beispielsweise der Gruppe O(3) und koénnen diese wahlweise
als abstrakte Elemente oder als Abbildungen des 3-dimensionalen Raums auf sich verstehen. Man
spricht in diesem Zusammenhang von der definierenden Darstellung. Es gibt fiir die Gruppe O(3)
noch weitere Darstellungen durch Matrizen oder lineare Abbildungen, die die Gruppenrelationen
der Gruppe O(3) respektieren. Eine Darstellung D ist eine Abbildung von O(3) in die Menge
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von Matrizen, nicht notwendigerweise 3 x 3-Matrizen, die strukturerhaltend ist. Seien abstrakte
Elemente g, g1, g2 € O(3) gegeben, dann soll gelten

D(g1)D(g2) = D(gq192), D (97')=D(9)™", D(e)=1, (3.1)

Wir wollen im Falle der hier diskutierten O(3) nicht zwischen den abstrakten Gruppenelemen-
ten und den definierenden Darstellungen durch 3 x 3-Matrizen unterscheiden, d.h. fiir g € O(3)
soll ¢ als Abbildung R3 — R? erkliirt sein. Dies entspricht ohnehin Ihrer Erwartung und der
Behandlung in der Linearen Algebra I.

In der Quantenmechanik ist die Darstellung der O(3) im unendlich-dimensionalen Funktionen-
raum L£2(R3) von gréfiter Bedeutung. Dabei bildet ein Element g € O(3) einen Zustand [¢) auf
einen Zustand |¢)9 geméf folgender Vorschrift ab

VI(E) =¥ (97'T) (3-2)

wobei im Argument der Wellenfunktion v auf der rechten Seite die Inverse der 3 x 3-Matrix ¢
auf ¥ wirkt.

Bemerkung: Die Wellenfunktion 19 am Ort g% ist gleich ¢ am Ort .

Die Abbildung einer beliebigen Funktion ¢ auf ¢9 definiert eine lineare Abbildung im Funktio-

nenraum, d.h. ein Objekt in End(L£?*(R?)). Fiir verschiedene Elemente der Gruppe O(3) erhalten

wir verschiedene Elemente in End(L£?(R?)). Dies definiert eine Darstellung der Gruppe O(3) in
C(R)

D: O(3) = End(L*(R?)) (3.3a)

g9~ D(g), (3.3b)

wobei die Wirkung von D(g) auf Wellenfunktionen durch

D(g)y =97, (3.4)

gegeben ist oder explizit

[D(g)¥](Z) = (g7'%) . (3.5)
Spéatestens hier stellen sich Fragen wie “Warum steht in (3.2) bzw. in (3.5) im Argument
die Inverse zu ¢g?” und “Ist die Darstellung D wirklich strukturerhaltend?” Wir wollen zei-

gen D(g192) = D(g1)D(g2):

[D(9192)V](Z) = ¢ ((9192)71973') =1 (gglgflf) (3.6a)
=1 (g5 ' (91'7)) = [D(g2)¥] (97 '7) (3.6b)
= [D(91)D(g2)v](7) (3.6¢)

Wir betrachten im folgenden zusitzlich zur Gruppe O(3) noch die Gruppe R?® aufgefafit
als Translationen, d.h. als Abbildungen 7, : ¥ — & + d zu einem vorgegebenen Vek-

tor @ € R3. Die Vereinigungsmenge der O(3) und der Translationsgruppe ist keine Gruppe,
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erzeugt aber die Gruppe der kombinierten Abbildungen g : Z +— rZ+d mit r € O(3) und @ € R3.

Auch fiir Elemente g aus der grofleren Gruppe von Abbildungen benutzen wir immer die Vor-
schrift (3.2) fiir die Darstellung in der Funktionenmenge, d.h.

V(@) = (¢7'7) = (77— a)) , (3.7)

Wir benutzen eine Notationsvereinfachung
g:=D(g), (3.8a)
sodaB Gy =, und (G9)(F) = (gD, (3.8b)

und folgende Standardsymbole

Inversion P: mit PZ¥ = —&, (sog. Paritdtsoperator)
Translation 7,: mit 7,7 = 7+ d,
Drehung (Rotation) R

mit folgender Darstellung (oder auch Wirkung) im Raum der Funktionen

P = D(P)p =4P:  mit Py
Top = D(T,)p = T mit T,(Z) = (T — @),
Rt = D(R)p =% mit Ro(2)

Bemerkung zu mdglichen Verallgemeinerungen: Wir werden es in einigen Wochen mit 2-
komponentigen Wellenfunktionen (¢/(%) € C?) zu tun haben und in der QM II bzw. der Dirac-
Theorie mit 4-komponentigen Wellenfunktionen (¢ (%) € C*). Fiir diese Fille gibt es nichttriviale
Darstellungen der O(3) im Vektorraum C? bzw. in C*, d.h. zu jedem g € O(3) aufgefafit als
3 x 3 Matrix gibt es eine darstellende 2 x 2 (4 x 4) Matrix ¢ und eine Darstellung der O(3) im
Funktionenraum £%(R?, C?) (L*(R?,C*)) gegeben durch

VI(T) =g (97'7) . (3.9)

Fiir skalare Wellenfunktionen ist die Situation simpel. Es gibt genau zwei Darstellungen der
O(3) in eindimensionalen Vektorrdumen. Die erste Darstellung ist ¢ — 1 und die zweite g
det(g).

Unitaritit der darstellenden Operatoren
Fiir jedes Element g aus O(3) oder den Translationen ist g ein unitéirer Operator im Hilber-
traum der quadratintegrablen Funktionen, denn er ist

linear, isometrisch und invertierbar.
Die Isometrie besagt, da (gy|gy) = (VI|¢9) = (Y|h), wobei die letzte Gleichung gilt, da wir

im auszufithrenden Integral eine Variablentransformation y := ¢g~'a durchfiihren kénnen und
die Jacobi-Determinante von g den Wert £1 hat.
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Die Eigenwerte (Spektralwerte) von g liegen somit auf dem Einheitskreis in der komplexen
Ebene. Speziell die Eigenwerte von P sind leicht zu iiberblicken: £1. Es gilt namlich pP? =1.
Weiterhin folgt hieraus P = (ﬁ)_1 = P! und damit ist P selbstadjungiert. Zustdnde kénnen
nach diesen Eigenwerten klassifiziert werden:

= +1: gerade (auch “gerade Paritit”),

) ")

—1: ungerade (auch “ungerade Paritét”).

Transformation von Operatoren
Sei A ein Operator, der auf H operiert. Wir definieren AY9 durch die Bedingung

AT = (AP)?, baw.  Al(gy) = g(Ay), (3.10)
fiir alle Zustande . Folglich muf} gelten
A =GAG =GAG". (3.11)
Wir nennen eine Observable A invariant unter g, wenn
A=A, bzw. gA=Ag, dh [A g =0. (3.12)

Besonders wichtig wird die Invarianz des Hamiltonoperators bzgl. gewisser Transformationen
sein. Beachte: Orts- und Impulsoperator sind i.a. nicht invariant unter P, T, R.

Transformation unter P

Es gilt A . N .
PXP'=-X, PPP'=_-P,. (3.13)
Formaler bzw. schrittweiser Beweis: Wir wenden P X P~! auf Y an
[(13 X ﬁ—l) @4 (@) = [13 (X' ﬁ—w)} (@) = (X' ﬁ—w) (P'%) (3.14a)
= (=3)- (P'0) (-8) = -7 (@) = [(-X)v] (@), (3.14D)

und analog fiir P.

Hieraus folgt auch das Transformationsverhalten aller Funktionen der Operatoren X und P.
Ein Hamiltonoperator H = P?/2m + V(X)) ist also genau dann paritéitsinvariant, wenn gilt

V(—Z) = V(&). Fiir einen derartigen Hamiltonoperator gilt: H und P (kurz: H und P) kénnen
simultan diagonalisiert werden. In Worten:

die Eigenzustdnde von H koénnen nach der Paritat klassifiziert werden.
Dies bedeutet nicht notwendigerweise, daf alle Eigenzustdnde gerade oder ungerade sind. Dies

gilt nur fiir nicht-entartetes Spektrum von H. Im Falle einer Entartung eines Eigenwertes
konnen auch Linearkombinationen von geraden und ungeraden Zustdnden Eigenzusténde sein.
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Transformation unter Translationen
Wir betrachten nun die Translationen 7', die eine abelsche Gruppe bilden. Es gilt fiir beliebige
a,beR3

Tp - Ty=T,5 (=Tp.=T;Tz) . (3.15)
Diese Relationen gelten auch fiir die Darstellungen in H
T Ty=Tos (=Ta=T5Ts) - (3.16)

Unter Translationen transformieren sich Orts- und Impuls-Operator wie
T, XT:'=X—a, I,PT;'=P. (3.17)
Aus der letzten Beziehung und [P;, P;] = 0 folgt:

e P, P, P vertauschen paarweise und konnen simultan diagonalisiert werden; sie bilden
ein vollstdndiges System, da bei Angabe der Eigenwerte auch der FEigenzustand feststeht

= - 1 7o

hk gegeben —  Eigenzustand = |k) bzw. xz(%) = (27T)3/2e1 “ (3.18)

e jeder Eigenzustand zu P ist auch Eigenzustand zu fa, explizit
Tolk) = e %)) (3.19)

e wir haben die Operatoridentitét )
Ty = e iFa/h (3.20)
In Worten: der Impulsoperator ist der Erzeuger der Translationen.

Es gilt ferner: Ein Operator A vertauscht mit allen 7z < [A, P] = 0.

Beweis. “<” klar; “=" Entwickeln nach kleinen a. O

Es folgt: R
H ist translationsinvariant ([H,Tz] = 0 fiir alle a)
< [H,P] =0 (Impuls ist erhalten)

—

< H = H(P) “wie oben” (wegen der Vollstandigkeit von Py, Py, P3).

Transformation unter Drehungen
Sei nun g wieder ein beliebiges Element aus O(3) oder eine Translation (oder eine Kombination)

(GX7)e]@ =7 (X50)]| @ = (X5) (677) = (') [70) (s3] (321a)
= (97'%) Y(9g7'®) = (¢7'%) (&) = [(g—liw} (&), (3.21b)

fiir alle Zustande v, woraus folgt
IX7'=9"'X, (3.22)



und ¢! auf der rechten Seite als 3 x 3 Matrix auf den 3-er Vektors X wirkt (wobei die Kom-
ponenten selbst Operatoren sind, was hier keine Relevanz hat). Da die Transformation des
Ortsoperators nach der 3-dimensionalen Vektordarstellung der O(3) erfolgt, nennt man den
Ortsoperator auch Vektoroperator.

Und analog fiir P wenden wir zunéchst die Kettenregel an
0,5 = 0;(F = Plg7) = T Y _[(O)(g7)] - dgry = T = Y dgis[77 (O)](F)  (3.23a)
k k

= (dg);i GO =G> (dg); O, (3.23b)
k k

wobei benutzt wurde, daf§ das Differential von g orthogonal ist, denn es ist Element von O(3).
Sodann erhalten wir

GO g\ =) (dg) (), (3.24)
k
und fiir den Impulsoperator geschrieben
GPG = (dg)"'P. (3.25)
Falls g in O(3) liegt, also keinen Translationsanteil besitzt, gilt dg = g.

Man nennt P und X Vektoroperatoren, da ihre Transformationen nach der 3-dimensionalen
Vektordarstellung der O(3) erfolgen.

Der Drehimpulsoperator: Erzeuger der Drehungen

Die Drehungen (um den Ursprung) bilden eine nicht-abelsche Gruppe. Drehungen um ver-
schiedene Achsen vertauschen nicht. [Vergleich: Oben waren {1, P} und {T;|@ € R} abelsche
Gruppen. |

Die Menge der Drehungen bildet die Gruppe SO(3): die spezielle orthogonale Gruppe, d.h.
alle reellen orthogonalen Abbildungen mit Determinante +1. Wir kénnen Drehungen auf zwei
Weisen parametrisieren

(1) Euler-Winkel

(2) Angabe von Drehachse (€) und -winkel () bzw. & = « - €.

Wir nutzen (2) und geben @ vor und nutzen Kugelkoordinaten r, 6, ¢ mit Polarachse parallel zu
€. Wir behaupten

16}

Rz =e %% (3.26)
ist die Darstellung von Rz in H.

Beweis. Nach Definition der Darstellung von Drehungen haben wir

(Rav) (0.9) = ¥ R5'# ) = v(r, 0,0 — ). (3.27)
~F (r,0,p—a)
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Andererseits gilt nach Taylor etc.

(e %w) (r,0,¢) = v(r,0, — a). (3.28)
Dies gilt fiir alle Zusténde . [

Nun ist aber die Ableitung nach ¢ ausgedriickt mittels des Gradientenoperators

o 0F 0 %) (

. 0
= 7 x —) : (3.29)

Wir fassen dies kompakt zusammen und definieren den Drehimpulsoperator L

a 1 =g =g — —
9 _1z L. wobei L:=XxDP, (3.30)
dp h
mit selbstadjungierten Eintrdgen. Damit erhalten wir fiir den Operator (3.26)
Ry=e L, (3.31)

Die Komponenten des Drehimpulsoperators L sind also die “infinitesimalen” Erzeuger der Dre-
hungen um die z—, y— und z—Achsen. Die Gruppe SO(3) ist nicht-abelsch, folglich ist die
Algebra der infinitesimalen Erzeuger nicht-kommutativ. Es gilt beispielsweise

L, L)) = [yP, — 2P, 2P, — xP,] (3.32a)
=y[P.,2]P, + 0+ 0+ P[z, P.Jz = ?(ny —zP,)) (3.32b)
—ihL,. (3.32¢)
Allgemeiner:
[La, Ly) = iheape Le (3.33)

mit dem total-antisymmetrischen Tensor € und impliziter Summation iiber den wiederholten
Index c.

Bemerkung: Die kontinuierliche Gruppe nennt man Lie-Gruppe, die Algebra der infinitesima-
len Erzeuger nennt man Lie-Algebra. Oben haben wir die Darstellung der Gruppe SO(3) und
ihrer Lie-Algebra so(3) im Hilbertraum H aufgefunden.

Es folgt direkt: Ein Operator A ist invariant bzgl. aller Drehungen < [A, L] = 0. (Beweis wie
bei den Translationen und ihren Erzeugern.)

Wir hatten schon unter (3.22) und (3.25a) gezeigt, da8
gXg'=¢g'X, GPg'=g'P, (3.34)
also X , P sind per def. Vektoroperatoren. Damit ist auch L ein Vektoroperator, denn
GLT'=GXg Y)Y x@PTYH)=('X)x (¢'P) =g (X x P) =¢7'L, (3.35)
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u.a. wegen der Eigenschaften des Kreuzproduktes (fiir Elemente aus SO(3), bei O(3) anderes
Vorzeichen.

Folglich sind die folgenden Operatoren rotationsinvariant:
P X2 XP X V(X)) I (3.36)

Ubungsweise wollen wir das Kommutieren von L? mit L, etc. zeigen:

(L%, L) = [L2+ L, L,] (3.37a)
— L,[Ly L]+ [Ly, Ls]Ly, + L.[L., L] + [L.. L] L. (3.37h)
— ih(~L,L, — L.L, + L.L, + L,L.) =0. (3.37¢)

Bemerkung: Ein beliebiger Operator A, , . ist Vektoroperator genau dann, wenn folgende Kom-
mutatorrelationen mit dem infinitesimalen Erzeuger L erfiillt sind

[La, Ab] = iheabc AC . (338)

Beachte: Wenn H rotationsinvariant ist, konnen wir nicht i, L,, L,, L, simultan diagonalisieren,
da die L’s nicht untereinander vertauschen), aber (L? := L?)

H, L* L. sind simultan diagonalisierbar. (3.39)
Paritdt und Drehimpulsoperator
[L,P] =0, dh. L ist Pseudovektor. (3.40)

Wir haben die Transformationen P, T, R in H dargestellt und schon gesehen, dafi diese
Darstellungen fiir P, T in einfache Blockstrukturen zerfallen: jeder Block entsprach einem 1-
dimensionalen Unterraum von H, die zugehorigen Zustédnde waren Eigenzustinde zu P bzw.
den T'. Dieses Zerfallen in rein 1-dimensionale irreduzible Darstellungen lag an dem Kommu-

tieren der infinitesimalen Erzeuger bzw. daran, dafl die Gruppen abelsch waren. Dies ist nicht
mehr der Fall fiir die Drehimpulsalgebra bzw. die SO(3).

3.2 Irreduzible Darstellungen der SO(3)

Wir haben oben die Lie-Algebra der SO(3) kennengelernt, abstrakt benutzt man lieber Symbole
J statt L (bzw. L ist eine Darstellung der J) mit der Eigenschaft

[Jaa Jb] = ihGabC‘]C ) (341)
oder auch nach Ersetzung J — hJ mit der Eigenschaft
[Ja, Jb] = iGQbCJC . (342)

Wir wollen untersuchen, welche indquivalenten irreduziblen Darstellungen von J existieren. Da
die Gruppe SO(3) kompakt ist, konnen wir davon ausgehen, dafl diese Darstellungen selbst-
adjungiert sind (ohne Beweis). Sei nun eine derartige selbstadjungierte Darstellung in einem
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Raum U gegeben. Da [j 2 J.] =0, kénnen wir annehmen, dafl eine Basis aus simultanen Eigen-
zustéinden zu (den Darstellungen der abstrakten Objekte) J? und J, vorliegt: (|jm));,, wobei

Tljm) = j(j + 1)|jm), (3.43a)
Jz|gm) = m|jm), (3.43b)

da
e die Eigenwerte von J? > 0, weil alle J, selbstadjungiert sind,
e jeder Wert aus R{ als j(j + 1) mit eindeutigem j € R} geschrieben werden kann.

Wir wollen nun die erlaubten Werte fiir j,m und mogliche Entartungen bestimmen. Es ist
hilfreich folgende Operatoren zu benutzen

Jo = J, £1J,. (3.44)
Diese besitzen folgende Eigenschaft (ab hier kurz J% = J2)
(1) Jo=Jt
(2) [J%,J<] =0

3) [, Ju] = +Js <da o, Jo £10,) = iJ, £i(=iJy) = £J, + 1], = iJi)
(4) [J4, J-]=2J.
(5) Jod=J2— 2+ J, und J_J,=J%—J%—J,

Wir betrachten nun fiir ein |jm) die Zustdnde Ji|[jm). Die Normen sind

(gm|J_Jy|jm) = (§(5 + 1) = m(m + 1) ) (jm[jm), (3.45a)
=(j-m)(+m+1)
(gm|JJ-|gm) = (j(j +1) —m(m —1) ) {jm|jm). (3.45b)

=(+m)(j—m+1)

Da die Norm immer > 0, folgt unter Beachtung von 5 > 0

—Jj<m<j. (3.46)

Auflerdem
Jiljm) =0 & m==j. (3.47)

Ist Ji|jm) # 0, so ist dieser Zustand selbst Eigenzustand zu J? und J,

J*(Jeljm)) = JPJe|jm) = JoJ?jm) = j(j + 1) (J<|jm)) (3.48a)
J.(Jelgm)) = L Jy|gm) = (JuJ. £ Ji)|jm) = Je(J. £1)|jm) = Je(m £ 1)|jm)  (3.48b)
= (m£1)(Jlim)). (3.48¢)

Man sieht:
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e Durch wiederholtes Anwenden von J. erhéht / erniedrigt man den Eigenwert von J, um
jeweils 1; der Eigenwert von J? ist unveréndert.

j-— 6—%7-(—

L AP s ey VA

-y -2 +i

e Damit J, nie das Intervall [—7, j] verlafit, mufl die Leiter der durch J. konstruierten
Zustande abbrechen. Dies geschieht genau dann, wenn nach hinreichend haufiger Anwen-
dung von Ji auf |jm) der Eigenwert zu J, gleich £j ist. Dies ist nur dann moglich, wenn
2j ganzzahlig (> 0) ist.

Umgekehrt gehort tatséchlich zu jedem j = n/2 (n € Ny) eine (irreduzible) Darstellung von
J mit Dimension n + 1 = 2j + 1. Eine Basis des Raumes ist durch (|jm>)m:_j7_j+1 77777 Yy
zu festem j gegeben. Diese Zusténde sind alle aus |j,+j) (dem sog. “Hochstgewichtszustand”)
durch Anwenden von J_ zu erhalten. Unter Beriicksichtigung der Normierung und Fixierung

eines uninteressanten Phasenfaktors gilt

: o 1 .
ljm—1):= \/j(j—i—l)—m(m—l)J_U ). (3.49)

Das Anwenden von J, fiihrt tibrigens von |jm — 1) wieder auf |jm) bzw. einem dazu linearen
Vektor, nicht nur “irgendeinen” Zustand mit Eigenwert m zu J,. In dieser Standardbasis haben
die Operatoren J,, J. die Matrixelemente

(| T Ljm) = m - G (3.50a)
(Gm/|Jeljm) = V3G + 1) = mm’ - S s (3.50D)

Beispiele fiir kleine j
=0 I-dimensionale Darstellung mit 7 = m = 0, nur |00), “alle Matrizen” gleich 0
j =1/2 2-dimensionale Darstellung

10 01 0 0
— | 2 — =
=5 0) =) =00,

oder mit J, =10, (Pauli-Spinmatrizen) (3.51b)

01 0 —i 1 0
ax:(l O)’ ay:(i O)’ O'Z:<O _1>. (3.51c)

—~

3.51a)

j=1 3-dimensionale Darstellung
1 0 0 v2 0 0 0
J., = 0 . Jy = 0 V2|, J_=[v2 o0 , (3.52a)
0 -1 0 0 0 V20
~ bekannte 3-dim (definierende) Darstellung in .J*-Basis (3.52b)
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Die Bedeutung des obigen Ergebnisses ist, dafl wir alle irreduziblen (nicht weiter ein-
schriinkbaren) Darstellungen der Lie-Algebra so(3) erhalten haben und iiber Ry = ™%/ auch
die der SO(3) selbst. Man zeigt, dafl jede (nicht irreduzible) Darstellung in eine direkte Summe

von irreduziblen Darstellungen zerfallt
H=h Shy @ .. (3.53)

wobei J in hy operiert und daraus nicht hinaus fiihrt.

Wir kehren nun zum Bahndrehimpuls L (= J ) zuriick und untersuchen die Reduktion der
Darstellung im Raum £2(R3) auf irreduzible Darstellungen. Da L Drehungen erzeugt und diese
nur die Winkel, nicht aber den Abstand eines Punktes in Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) betreffen,
ist es angebracht, Funktionen in diesen Koordinaten anzugeben und fiir Eigenfunktionen von
L?  L? faktorisierende Funktionen v (r, 0, ¢) = f(r)Y (0, ¢) anzusetzen. Dabei ist 1) genau dann
quadratintegrabel, wenn

/00 drr®|f(r)? und / QY (0, 0), (3.54)

0 S2

existieren (S? ist die Kugeloberfliche).

Wir wollen nun den Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten angeben

rsin 6 cos ¢
Z(r,0,p) = | rsinfsinep (3.55a)
rcosf
0 10 1 0
_;":__) 797 9 g = — 7~ T 797 ) Co = . —7T 797 9 .55b
e arx(r ), €p Tagx(r ©), €, Tsmg&px(r ) (3.55b)
(positiv orientiertes Dreibein, insbesondere orthonormiert),
r=r-é, (3.55¢)
- 0 10 1 0
= — 4+ G- — -y — .55d
v 687“—’_697“694_6@7“81119&0 (3:55d)
Es gilt
i - 0 10 1 0
SL=F XV =16 X (o oy .
- rxV=re x(e 8r+€r89+6(pr81n98g0) (3.56a)
0 1 0
=€,— — Eg——— 3.56b
96 “sindop (3:56b)

wobei von der 1. Zeile zur 2. Zeile benutzt wurde, daf§ die Vektoren €, € und €, ein positiv
orientiertes Dreibein sind, wobei u.a. €, X €y = €, und €, x €, = —¢& gelten. In kartesischen
Koordinaten lauten €, und €,

—sinp cos f cos
€,=| cosp |, € =|cosbsing |, (3.57)
0 —sin 6
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und der Drehimpulsoperator
. —sin 90% — cot 6 cos cp%
L= cos o2 — cot@sincp% . (3.58)
K

Op

Achtung: Wir “setzen nun i = 1”7 bzw. wir benennen f// h mit L, lassen aber dann die Tilde
fallen.

Wir definieren nun die hilfreichen Linearkombinationen

L* =L, +iL,, L* = et <i% +icot 9%) , (3.59a)
L, = —ii. (3.59b)
dp
Wir wissen bereits
LAL,m)y = 1(1+ 1)|l,m) , (3.60a)
L.|l,m) =mll,m), (3.60Db)

wobei [, m ganzahlig oder halbzahlig sind. Da L?, L, Ableitungen nach 6, ¢ sind, kénnen wir ganz
im Sinne unserer obigen Uberlegungen bei |I, m) von Funktionen in Kugelkoordinaten ausgehen,
die ausschliellich von 6, ¢ abhéngen: Y, (6, ¢). Und wegen
0 .
%Y},m(ﬁ, ) =im Y, (0, ¢), (3.61)

kénnen wir schreiben

Yim(0,9) = gim(0) €™, (3.62)
wobei g;,,() nur von 6 abhéngt. Aus Stetigkeit und Periodizitét Y,,(6, ¢ + 27) = Y,,,(0, ¢)
folgt direkt, daBl m ganzzahlig ist und damit mufl auch [ ganzzahlig sein: [ =0, 1,2, ....

Die allgemeine Darstellungstheorie sagte uns L_|l, —I) = 0, d.h.

o . 0 0 :
(—% +1icot 9%) V=0 <« <% — lcot 0) g10)=0 < g _4(0) ccsin'f.
(3.63)

Wir kénnen nun zu jedem [ das eindeutige Multiplett (|,m)),,__,
Zustande mit [ = 0,1, ... bilden ein vollstindiges System der quadratintegrablen Funktionen

auf der Kugelfldche.

Explizite Konstruktion:

. 1 20+ 1)!
I, =) =Y, _;ocsin'fe Normierungsfaktor = —— @+ 1! , (3.64a)
24! A
also Yy, oc L™, Normierungsfaktor = M (3.64Db)
b @) +m) ) |
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Um explizite Ausdriicke zu erhalten, formen wir um

. : d d 1 d
L imp __ Ai(m+1)p o h - _ — ). .
+g(0)e e (d@ m cot 9) g(0) (beac te Toos 0 e d@) (3.65)
= —sin™t g i sin™" 0 g(9)
dcos 6
Also q s
s ime _ (__1\sai(m+s)p (i mts i—m
(Ly)*g(0)e (—1)% sin™ "% (dcos@) sin~" 6 g(0). (3.66)

Setzen wir m — —I, s — [ + m, so erhalten wir die Kugelflichenfunktionen (I =0,1,2,...)

20+1
=1/ + “ l+m P (cosf) €™, (0<m <L, Yiom=Y"), (3.67a)

PMx) = (=1)™(1 — 2%)™/? ( dx) P(z), (zugeordnete Legendre — Funktionen),
(3.67b)
1 /dY
P(z) = Tl (£> (% — 1) (Legendre — Polynome) . (3.67¢)

Wir haben mit algebraischen Methoden die Legendresche DGL
L?*P™(cos ) e™ = I(l + 1)P"(cos §) ™7, (3.68)

gelost.

3.3 Teilchen im Zentralfeld

Es gilt
— — — -, h — —
L= (X x P> = X*P? — (XP) —XP, (warum?) . (3.69)
i

Der Operator X P wirkt nur auf die Variable (nicht auf 6, ¢) und es gilt XP = %"r%. Wegen

T o 9 ) 0?
XP?+-XP=—-hW(r—r— — ) = —Rhr— )
(XP)Y"+ i <r8r Tar T 87“> Tf)rzr’ (3.70)
(9
1
87’r
und mit [L? X?] = 0 folgt
0? " h? 92 L?
L X2P2+h27’m7” = P2 —7w7"+ﬁ (371)

Sei nun ein Hamiltonoperator H = P2/2m + V(X) mit einem riumlich isotropen Potential
V(X) = V(|X|) = V(r) gegeben, dann kénnen H, L? L, simultan diagonalisiert werden. Dies
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bedeutet, dal wir ¥(Z) (= ¥(r,0,¢)) mit L*) = h2(l + 1)y und L.,p = hma) voraussetzen

konnen mit

U(r,0,0) = f(r) Yim(0, ¢) (3.72a)
wobei f(r) eine noch zu bestimmende Funktion von R — C ist. (3.72Db)

und die Eigenwertgleichung von 1 auf eine fiir f reduziert wird

h2 9?2 RA(1+ 1)
2mr %W) + 2mr?

Hy=FEy < -— f+Vr)f=Ef. (3.73)

Es ist vorteilhaft die Substitution
R(r) =rf(r), (3.74)

vorzunehmen. Dann ist wegen

/OOO drr? | f(r)]* = /Ooo dr |R(r)]?, (3.75)

die Funktion 1 genau dann aus £*(R?), wenn R € L*(R") (da Y},, quadratintegrabel auf der
Kugelfldche ist).

Andererseits nimmt die Eigenwertgleichung die

Gestalt

h2

— o R(r) + Vi(r)R() = B R(r), (3.760) v (+)
R+ 1)
Vilr) = V() + — =5 (3.76b) .
—

an. Dabei ist Vj(r) ein effektives Potential, das
die Zentrifugalbarriere enthélt (siehe auch die

Behandlung der Kepler-Gesetze in der klassi-
schen Mechanik).

Bemerkung: V; héngt zwar von [ ab, aber nicht von m!

Bevor wir diese 1-dimensionale bzw. gewohnliche DGL 16sen, wollen wir festhalten, dafl es (2{+1)
viele Zustidnde mit gleicher Radialwellenfunktion R(r) gibt, die zu unterschiedlichen m korre-
spondieren und von m unabhéngige Energie besitzen. Dies erkennt man auch ohne Benutzung
der Reduktion der Schrodingergleichung auf (3.76):

e aus [H, L?] = 0 folgt, daB H und L? gemeinsam diagonalisierbar sind,

e aus [H, Ly] = 0 folgt, daB alle Zustédnde eines Drehimpuls-Multipletts (= irreduzible Dar-
stellung) gleichen Energieeigenwert haben

HL.|¢) = LoH[$) = B - Lo|0). (3.77)
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Wir wollen nun das Energiespektrum bestimmen. Leider gelingt dies nicht fiir jedes V (r) expli-
zit. Wir konnen jedoch fiir kleine und grofie r das Verhalten der Losungen R(r) der DGL (3.76)
bestimmen.

in Nihe des Zentrums r — 0

Ubliche Potentiale (insbesondere das Coulomb-Potential) sind fiir r — 0 weniger dominant als
die Zentrifugalbarriere, d.h. 72V (r) — 0, und zu lésen bleibt fiir  — 0:

n? RA(L+1
__R”(T)“[‘ ( + )

2m

R(r)=FE-R(r)~0, (3.78)

2mr?

wobei die rechte Seite auf 0 gesetzt wurde, da E'R klein ist gegen R/r%. Die Losungen lauten (es
gibt natiirlich zwei unabhéngige)

R(r) = {ar (quadratintegrabel bei r = 0), (3.79)

br=t, (nicht quadratintegrabel bei r = 0 falls [ > 0),

und im unteren Fall bei [ = 0 liegt zwar Quadratintegrabilitat vor, aber die Funktion R = b
(r — 0) gehort zu einem (F) ~ 1/|F] mit Ay = —473(F), wir betrachten aber keine Poten-
tiale dieser Art. (In der Elektrodynamik kommt diese Funktion in der Multipolentwicklung
natiirlich vor.)

Folglich gilt fiir die Eigenfunktionen
R~ (fir £ <0,E > 0). (3.80)
grofler Abstand r — oo

Wir bestimmen die fithrende Asymptotik aus

—~ %R”(r) = E-R(r), (3.81)

mit den Losungen

2m

Ae ™ + Be™ E=-I2 g,

2m

R(r) = {a sinkr +b coskr = ¢ sin(kr +6), E =22 >0, (3.82)

Wir schlieffen hieraus

E <0 Eine Losung R von (3.76), die sich bei r — 0 wie (3.80) verhélt, wird sich bei r — oo
wie (3.82) verhalten mit irgendwelchen A, B-Werten mit im allgemeinen B # 0. Quadratinte-
grabilitdt und damit B = 0 wird R nur fiir ganz bestimmte diskrete Werte von F zeigen: dies
liefert die gebundenen Zusténde.
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E>0 Hier fithrt (3.80) immer zu (3.82) mit gewissen a, b-Werten, die immer zu einer be-
schrinkten Funktion korrespondieren. Daher gibt es in diesem Fall zu jedem FE-Wert genau
einen Streuzustand. (Beachte: auch [, m sind vorgegeben, daher: zu jeder Kombination I, m, E
gehort genau ein Streuzustand).

Wir wollen nun die Asymptotik fiir 7 — oo genauer bestimmen.

E <0 Der Ansatz

R(r) =p(r)e™ ™", (3.83)
liefert fiir die Funktion p(r) in (3.76)
n: ., ,
—%(p —2:p)+Vip=0, (3.84)

wobei in V(r) der Beitrag V (r) dominiert: V;(r) ~ V(r).

e Falls V(r) ~ 1/r'*® (a > 0), kann p(r) nicht wie r” verlaufen, da p’ ~ r*~! etc. und DGL

mit Termen r*~2, r*~1 und /=1~ im allgemeinen nicht erfiillt wird. Man iiberlegt sich
d
p(r) =c+ o (3.85)

e Falls V(r) = —a/r: DGL ist mit Ansatz p(r) ~ r¥ erfiillbar, da p’ und Vp von Ordnung

r*~1! sind. Quantitativ:

h2s¢ ax 1
WV—CL—O = V——ﬁmﬁ (386)

E>0 Der analoge Ansatz

R(r) = p(r)e®+9, (3.87)
liefert fiir die Funktion p(r) in (3.76)
hQ
= 5, 0"+ 2ikp) + Vip =0, (3.88)
und wie oben
1 d
o V=g p(r)=c+—, (3.89a)
. 1
o V(r) = —g : p(r)~r" mit v= % x ik (3.89b)
Zusammenfassung fiir Coulombpotential:
csin(kr +6 +vinr), v=2% F= P2k >0,
R(T) - {A v (7%7' ) _ ZEa% _2m 7252 (390)
re ) V= —55 = =S < 0.

Bemerkung: Fiir E < 0 liefert die oben formulierte Asymptotik fiir  — 0 die diskrete Struktur
der Eigenwerte, fiir £ > 0 liefert sie die Fixierung der Phase §.
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3.4 Das Wasserstoffatom

Wir betrachten ein Elektron im Coulomb-Potential V' (r) = —e?/r. Wir halten hier die Position
des Protons fest bzw. nehmen an, daf§ die Protonmasse m,, viel groler ist als die Elektronmasse
me. Den Effekt eines endlichen Verhéltnisses m,,/m. untersuchen wir spéter. Der Hamiltonope-
rator lautet

h2 2 h2 2 1 4 A 1
H=-"A,—— = A, S 20 (L2 ) (3.91a)
2m |7 2mag ao |p| h? 2 |pl
- - h?
T=aof, ao=—— (3.91b)
2 h? e me
=Ry |—-A,—— Ry = Rydb = =—=—. 3.91
Yy { P p] ) Y ydberg omad 249 21 (3.91c¢)

Zahlenméfig sind die neuen Einheiten: Bohrradius a¢ ~ 0, 53A und Rydberg-Energie Ry =~
13,55eV. Mit e = E/ Ry lautet (3.76)

Gebundene Zustéinde € < 0: Wir setzen 22 = —e und fiir R setzen wir an
) = e /3 - fj B iHie (3.934)
Z ﬁ,, v+1+1 f%p Z @/ v4+1+1 1/+l u+l+1} e~ (3.93b)
R'(p Z B [+ 1+ 1)+ 1D)p" 1 = 23e(v 4+ 1+ 1)p" ! + 52p T e (3.93c)
v=0

Wir setzen nun (3.93) in (3.92) ein und erhalten

0= iﬁu {{w+1+1)w+1) -1+ D)™ —2pe(v +1+1) — 1]pV+l} e, (3.94a)

< [+ l+2)w+1+1) =11 +1)] Brsr =2[(v +1+1) = 1]B,, fiir alle v € Ny, (3.94D)

(1) (04214-2)
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Die hergeleitete Rekursionsbeziehung fiir die 3, hat zwei Moglichkeiten

e Kein Abbruch, d.h. alle 8, # 0 und fiir grofie v gilt v?3,,, = 2sw6,. Die Beziehung
Bu+1 = (25¢/v)f, wird asymptotisch durch

(20)"
By~ = (3.95)
gelost. Dann liefert die Reihe

=& = R(p)~e? = oo (fiirp— o0), (3.96)

so dafl dieser Fall bzw. diese Losung zu verwerfen ist.

e Abbruch: es muf} ein v existieren (v =: n,.), so daf}
1 1

_ == »=0,1,2,...). 3.97
nr +l+1 n’ (n ) ( )

Die zugehorigen Zusténde sind gebundene Zusténde!

Die Energie der gebundenen Zusténde lautet
Ry

E, = 2 (n=1,2,..), (3.98)

und hangt nur von der Hauptquantenzahl n = n,.+[+1 ab, nicht von [ und n, separat: wir haben
hier eine groflere Entartung der Eigenwerte als notwendig auf Grund der SO(3)-Invarianz. Die

Entartung des Eigenwertes F,, ist
n—1

> @+ 1)=n’. (3.99)

1=0
Die Eigenfunktionen zu E,, haben die Ortsdarstellung

wnlm(ra 67 90) = fnl(r)yim(ea (P> 5 (3100)

mit Energie E,;,, = E, wegen SO(3)-Symmetrie und F,; = E, wegen weiterer “zufilliger”
Symmetrie (Lenz-Vektor).

Wir wollen die Radialfunktion bestimmen. Mit s = 1/n folgt aus der Rekursionsbeziehung
(3.94b)

2 n-v-1l-1 (=3 @+)m-1-1)
6”“__5(1/—}-1)(1/—1—2[—1—2)6” = b= vl (wv+20+ D) (n—v—-1-1)!

Bo. (3.101)

Nehmen wir nur den r-abhéngigen Teil von (,, dann folgt

far(r) = Crye"/me (i)l-n_il (=2r/nao)” (3.102)
" " ag — vl(v+20+DIn—v-1-1" ‘
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Der Polynomanteil ist ein sog. Laguerre-Polynom. Es kann direkt durch eine DGL charakterisiert
werden. Wir schreiben dazu R(p) in folgender Form

R(p) = e - o™ L(2xp) . (3.103)
Damit erhalten wir fiir L(z) die DGL (sieche Ubungen)
zL'(z)+ (p+1—2)L(x)+qL(x)=0, (3.104)

mit p,q (= 0) ganze Zahlen, hier p =2+ 1,¢g =n — [ — 1 = n,. Die polynomialen Lésungen Ly
sind gerade die bei z = 0 reguléren Losungen, fiir die iibrigens gilt

e* d¢

Lh(x) = (—1)]"@L2+p(x), Lo(x) = o de (e7"a7) . (3.105)
Die Radialfunktionen kénnen wir jetzt schreiben
1 2 [(n—=101-1) 2r _x
ful(r) = S\ (P Fo (nao) : Fu(z) =e /22 L2 (2). (3.106)
o !
Diese Funktionen sind orthonormiert
| e ) futr) = (3.107)
0

Das Laguerre-Polynom L?(x) hat den Grad ¢ und ebenso viele Nullstellen fiir z > 0. Man ver-
steht die Zahl der Nullstellen am besten an Hand der Orthogonalitat. Daher hat f,,;(r) fir r > 0
eine Anzahl n, an Nullstellen und mit der /-fachen Nullstelle bei r = 0 insgesamt n, +1 =n — 1
viele Nullstellen.

Die ersten Radialfunktionen lauten explizit

2 1 r 2v/3 o 2 (r)°
_ 2 ar/ao —— = (92 _ —7r/2a0 S S I I —r/3ag

Jar = ! Leﬂnmao;
\/ 24a3 ao

Plots der Radialwellenfunktionen f,;(r) in Rot und r in Einheit ag (bzw. ag = 1)

(3.108a)
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In Schwarz geplottet: radiale Wahrscheinlichkeitsdichte w(r), wobei w(r)Ar die Wahrschein-
lichkeit ist, das Teilchen in der Kugelschale zwischen Radien r und r + Ar zu finden. Kurze
Rechnung

wnr) = [ 00,0, 0)F = 17 ) (3.100)
S2
Man unterscheide dies von der raumlichen Wahrscheinlichkeitsdichte
P(Z) = [Unim|® = | fut*[Yim|* - (3.110)

Die spektroskopische Nomenklatur ist [ = 0 (s), 1 (p), 2 (d), 3 (f), 4 (g), 5 (h), 6 (i). Die
Zusténde werden nach Hauptquantenzahl n und Bahndrehimpulsquantenzahl | (= 0,...,n — 1)
bezeichnet: 1s; 2s, 2p; 3s, 3p, 3d; 4s, 4p, 4d, 4f; ...

Wir haben die Eigenwerte des Hamiltonoperators bestimmt, d.h. die Summe aus kinetischer T'

und potentieller V' Energie. Wir fragen uns nun nach der Aufteilung der Gesamtenergie auf die
beiden Teile (im zeitlichen Mittel bzw. in stationdren Zustanden). Es gilt der Virialsatz:

(2T)y = (Z-VV),. (3.111)

Beweis. Es gilt [H, Z] = %ﬁ, [P, H] = ?6‘/ Ferner

[H,Z|P = Mg 2§T, #|P,H] = EWV, (3.112)
1m 1 1
und . . . .
(22T, = ([H,ZP )y = (TPH — ZHP),, = (22VV),,. (3.113)
S —
HiP-ZHP I[P, H]
Beim zweiten Gleichheitszeichen wurde benutzt:
(G| HEP[Y) = (EQ|EP|) = E(W|ZP) = (W|TP|EY) = (|FPH|¢) (3.114)
Da der Zustand ¢ Eigenzustand zu H ist. O]
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Nun gilt fiir das Coulomb-Potential —e?/r: ¥ VV = —V, der Virialsatz besagt
2T)y = —(V)y. (3.115)

Zusammen mit (H) = (T') + (V) = E folgt: (T) = —F, (V) = 2E. (Fiir Zustdande mit E > 0 er-
geben diese Relationen keinen Sinn, warum? Was geht dort schief?)

Mit E, = —Ry/n* = —e?/(2agn?) heifit das

1 1
). = o (3.116)

Natiirlich gilt wegen der “Paritdtsauswahlregel”

(Z) = 0. (3.117)
Beweis: () = (|2|v) = (PY|PZP|Py) = (£¢[(=)| £ ¢) = —(Z).

Bemerkung: Die gebundenen Zustdande ,,;,, bilden kein vollstdndiges System: es gibt noch die
Streuzustande mit £ > 0! Ansatz:

: > 2/+Hik(v +1+1) + 1]
R(p) = pt 3 " B,0", €=k, By =— ” 3.118
(p) € P V:OB J4 € ) 6 +1 (V+1)(V+2l+2) B ( )

(Wird reell sein und damit unabhéngig vom Vorzeichen von =ik.)

3.5 Aufspaltung der Energieniveaus in Magnetfeldern: “Normaler
Zeeman-Effekt”

Wir betrachten ein Elektron im radialsymmetrischen Zentralfeld in einem nicht zu starken ho-
mogenen Magnetfeld B. Sei A = %B x ¥ ein zugehoriges Vektorpotential, d.h. V x A = B!

1 /- N2
H=—— (P . EA) V(@) + ed(7) (3.119a)
2m c ~——
—0
22 . e [ o= oo e o
= V@ -5 (A + PA) +5— A (3.119h)
o(B?)
— Hy— - (ff#ﬁff) . (3.119¢)
2mc
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Da nun AP = %(é x T)P = %E(f x P) = %é[_: und ebenso PA = %Bf, folgt
e -x o= L e -
H=Hy— -~ LB=Hy,—jiB, ji=-——L, (3.120)
2mce 2mce

wobei (i der Operator des magnetischen Bahnmomentes ist. Wenn die z-Achse parallel zu B
gelegt wird, gilt
H=Hy— - BL., (3.121)
2mc

und hat dieselben Eigenzustéinde |nim) wie Hy, da wir simultan Hy, L? und L, diagonalisiert
hatten, nur die Eigenwerte sind jetzt “aufgespalten”

h
Eum = Ey+mugB, ug= —26— (Bohrsches Magneton). (3.122)
me

Achtung: das m im Nenner ist die Masse des Teilchens (Elektrons), das m im Zihler ist die
“magnetische Drehimpuls-Quantenzahl”.

Eue Z: Y #eB
(¢-5) X———

Diese Aufspaltung sicht man anhand optischer Ubergénge

Enlm - En’l’m’ Enl - En’l’ ,uBB

Wnlm,n/Um! = - = - +— (m—m'), (Larmor-Frequenz)  (3.123)
——
=W 1 =wwy,

Wegen der noch herzuleitenden Auswahlregeln Al = +1, Am = 0, £1 wiirde man im Magnetfeld
drei Linien sehen.

One  n'e' — } 7
N

Wegen des Spinmomentes (Eigendrehimpuls) des Elektrons ist die Linienstruktur komplizier-
ter: anomaler Zeeman-FEffekt.

Zur Eichinvarianz der Quantenmechanik
Wir haben oben eine spezielle “Eichung” benutzt, d.h. fiir gegebene E, B

— - 1 - - -
E=-Vbd--A, B=VxA, (3.124)
c



geschrieben. Bekanntlich haben wir die Freiheit die Potentiale umzueichen, also
S o = 1
A=A+Vy, =& -y, (3.125)
c

zu benutzen, ohne E , B zu &ndern. Die Losung der Schrodingergleichung wird jedoch geéndert.
Wir wollen zeigen, dafl dies durch eine einfache unitdre Transformation geleistet wird.

Es seien
I /5 e \? . -
H= o <P - EA) + V(&) + ed(7), (3.1262)
H = (P 2) 4 V(@) + @@ (3.126D)
2m c ’ ’

und ¢ bzw. v’ erfiillen die Schrodingergleichungen zu H bzw. H’'. Unter der Bedingung, daf die
(Vektor-) Potentiale durch die Eichtransformation (3.125) auseinander hervorgehen, gilt

Y = elx/hey (3.127)

Wir beweisen dies mit folgenden Relationen

(ﬁ B E[Zf/) w/ _ <ﬁ _ EA’/) eiex/hcw _ eiex/hc (ﬁ + Eﬁx - Eg/) w _ eiex/hc <ﬁ . EA’) w
& C & C

C
(3.128a)
ih%;// = ih% elex/hey, — glex/he <ih %w — Zx ¢) . (3.128b)
Damit gilt
w—inl Y = e (g — ind 0 (3.129)
ot ot) "’ ‘

und folglich ist die H’-Schrédingergleichung fiir ¢’ genau dann erfiillt, wenn die H-
Schrodingergleichung fiir ) erfiillt ist.

Die Abbildung U : H — H, ¢ — ¢/ := /") ist linear, isometrisch und invertierbar, also
unitar! U ist die Darstellung der Eichtransformation im Hilbertraum. U 148t iibliche Mefigréf8en
invariant, da jedoch in die Stromdichte j eine Phasendnderung von 1 ganz wesentlich eingeht,
betrachten wir

- % [w (13 _ SE) Wb+ 1 (—13 - Z/T) zp*] , (3.130)

unter der obigen Eichtransformation fiir ﬁf, D Y
- % [w (13 _ EA’) W+ (—13 . SE’) ¢’*} ~7, (3.131)

- 7

eiex/fzc (ﬁ_ %Aﬂ)d}

also unabhéingig von der Eichtransformation.
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3.6 Reduktion des Zweikorper-Problems

Wir werden hier das allgemeine Zweikorper-Problem mit translationsinvarianter potentieller
Energie bearbeiten. Sei

P2 p2
H=—"1 4+ 2 4 V(& —1). 3.132
2m, + 2me + V(I - 5) ( )
Wie in der klassischen Mechanik setzen wir
M =my + may, mzw, (3.133a)
mq + o
D Qe B L S P (3.133b)
M
S L MaPl — Mp:
P=pi+p, p= —2le P2 ; (3.133c)
(3.133d)

und wissen (P, j, 71, p» kommutieren) aus der klassischen Mechanik (oder rechnen erneut)

P
H=_—+-— r). 134
2M+2m+V(fE) (3.134)
Da nun
h I
[Pa, X5] = ~0ap s [Pa, 6] = T0as (3.135)

i i
und alle anderen Kommutatoren sind null. Wir wissen, daf 2}3—]\24 und % + V(Z) simultan diago-

nalisierbar sind. Mehr noch, die Eigenfunktionen separieren

U(X,7) = &(X)y(d), (3.136a)
2 Y

mit W (X> = Etransl. (I)(X) ) [% + V('f):| ¢(’f) = ETel. 7?(@ (3136b)

also  HVU = (Epanst. + Epet )V . (3.136¢)

Die Translationsbewegung ist eine freie Bewegung, die Relativbewegung beschreibt ein Teilchen
der reduzierten, “effektiven” Masse m im Potential V. Unsere obige Behandlung des H-Atoms
nimmt daher das endliche Verhéltnis aus m,/m. korrekt mit, wenn m = m,m./(m, + m.) =

(-
Mp

) m. gesetzt wird.

4 Streutheorie

4.1 Streuquerschnitt und andere Grundbegriffe

Wir betrachten zunéchst rotationsinvariante Potentiale und Streuzusténde, die wie wir schon
gesehen haben eindeutig durch Angabe von (F,[,m) charakterisiert sind:

¢E,l,m(rv 97 gp) = fE,l(T) Yzm(ev gp) ) (41)
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wobei fg,; die Radialgleichung

— h—28—2(rf) + (V(T) +

2mr Or?

R+ 1)
2mr?

)f:Eﬁ (42)

erfiillt. Die verbleibende Differentialgleichung ist unabhéngig von m und betrifft nur die r-
Abhéngigkeit der Funktion, also den Radialanteil f(r). Es gilt {ibrigens

10? 2 20 19 ,0
;a?f—<53+;a)f—ﬁ5f5;- (43
V=0

Wir behandeln zunéchst den Fall V' = 0. Wir definieren k& (> 0) durch £ = %, so daB wir
schreiben konnen

1 /0 ,0
. (5725 i 1)) =K (1.4)

Der Operator auf der linken Seite hat die eigentiimliche Eigenschaft, homogen zu sein. Dies soll
heiflen: unter einer Variablensubstitution p = kr bleibt der Operator formgleich, wird aber mit
einem konstanten Faktor multipliziert, nimlich mit &>

(0 ,0
7 (0—pp2a—p — (1 + 1)) f=-Kf. (4.5)

Wir teilen nun durch k? und bringen alles auf eine Seite

19 ,0 (+1)\ ,

Dies ist die DGL der sphdrischen Zylinderfunktionen. Es gibt zwei unabhéngige Losungen, die
sphdrische Bessel- und die sphdrische Neumann-Funktion

Jilp) und  ny(p), (4.7)

wobei die Losung j; (n;) bei p = 0 regulédr (singulédr) ist und folgende Asymptotik hat

1 . T
P Sll’l(p_il)y p—r 00, _p_lc()s(p—zl), p — o0,
, u(p) = 2

Ji(p) = ol
m, —(2l—1)”p_l_l, p— 0.

(4.8)
p— 0.

Hier bezeichnet z.B. (21 + 1)!! das Produkt (20 + 1) - (2l — 1)...3 - 1. Dies ist eine in der Physik

verbreitete Notation. In der Mathematik steht fiir (20 4+ 1)!! der Ausdruck 2Z%F(l + 3/2), der
auch fiir negative [ Sinn ergibt.

Die Funktionen j;(p) sind “elementare Funktionen”, der Form

I+1

Jilp) = gi(p)sinp + (=1)""g_;_1(p) cosp, (4.9)
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deren Bestandteile sich aus Rekursionsformel und Anfangsbedingungen

gi1(p) + gi-1(p) = 2l: 19l(P) (4.10a)
golp) = % g1(p) =0, (4.10b)

fiir alle [ € Z ergeben. Was ist die Bedeutung der j;(p) mit negativen Indizes? Wir bemerken,
daB j;(p) und j_;_1(p) dieselbe DGL erfiillen, aber linear unabhéngig sind. Dies liefert (bis auf
das Vorzeichen)

ni(p) = (=" joa(p). (4.11)
Wir brauchen in vielen Féllen von Streuproblemen der Quantenmechanik nur die j;(p) mit
nicht-negativen Indizes.

Wir erhalten die Bessel DGL, indem wir ersetzen

_ m
0 =[5 Zusy ). (112)
Fiir die Funktion Z,(p) (hier mit v = [ + 1/2) erhalten wir
? 10 v?
% 1Y) Z(0) =0, (Bessel DGL 413
(55 231 %) Z() =0, (Bessel DGL) (4.13)

mit Losungen Bessel- und Neumann-Funktion
Ju(p) und  N,(p). (4.14)

Der Zusammenhang mit den “sphérischen Funktionen” lautet

) =\ [ Ty ), o) =[Ny o) (4.15

Die Losungen n; werden wir fiir die Behandlung von V' = 0 nicht brauchen. Die Losung des
Problems, Streuzustand mit Energie £ > 0 und regulédrer Asymptotik bei r = 0 ist

wElm(Tv 67 90) = ]l(kT)Yim(e, (P) ) (V = O) (4'16)

Wir kennen schon seit ldngerem ein anderes Funktionensystem bestehend aus stationéren
Zustdnden mit Impuls-Quantenzahl k:  ¢z(Z) = €*?. Das eine System muf sich durch das
andere ausdriicken lassen, z.B.

[e'S) l
eikf = Z Z Aklm ]l(k,r)yzm(ea QO) . (417>
=0 m=—1
ik

Wenn die z-Achse parallel zu k liegt, gilt elF¥ = gikrcos?

m = 0 beitragt. Nach Bestimmung von ay gilt

und ist unabhéngig von ¢, so daf§ nur

o

glfrcosd _ le(2l + 1)jl(l€7')Pl(COS (9) . (418)

=0
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Allgemeiner Fall V' # 0, aber radialsymmetrisch und hinreichend schnell abfallend

Die Radialwellenfunktion zeigt das asymptotische Verhalten (3.82)

Fan(r) = %Sm(m CT148), (r— oo) (4.19)
mit einer gewissen Phasenverschiebung ¢, (die “Bezugsphase” ist so gewéhlt, da 6, = 0
fir V' = 0). Diese Zustande lassen sich nicht leicht préparieren. Einfacher zu préparieren
sind Streuzustinde, die entstehen, wenn ein Teilchen mit Impuls hk auf das Streuzentrum
(nicht notwendig radialsymmetrisch, aber bei r = 0) geschossen wird. Das Streuzentrum
erzeugt eine Kugelwelle. Die sogenannten stationédren Streuzusténde ; sind Losungen der
Schrédingergleichung

h? .
21.2 \ 7
mit £ = % und dem asymptotischen Verhalten / 7 >
© N
. T eikr . J
U@ =M 4 fQ)—, (r=17] = o0)  (421) /\ \\ .
s L N 4
wobei f(€2) die raumwinkelabhéngige Streuamplitude ist.
Auch hier mu8 sich v in Partialwellen entwickeln lassen
Vp(®) =Y afp(r)Pcost). (4.22)
1=0
Wegen des asymptotischen Verhaltens von fg(r) gilt
- 2. sin(kr — 21+ §;)
V(%) ~ ; a " 2 Py(cosh), (4.23a)
B B N O B
2i 2i T

=0

Achtung: a; und ¢; sind nicht unabhéngig. Dies werden wir gleich explizit sehen. Da f(Q2) in
(4.21) nur von @ abhéngig ist (z-Achse bzw. Polarachse ist parallel zu k), kénnen wir ansetzen

F() =" fiPi(cosh), (4.24)

und dies mit (4.18) in (4.21) eingesetzt erhalten wir

ikr &

Yy (T) = eFreost f(Q)eT = Z (il(zz + 1)5:(kr) + f;

eikr

) Py(cosf). (4.25)

r
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Nun setzen wir die Asymptotik (4.8) jy(kr) =~ p~'sin (p — 21) = () (e — (—1)le7), fiir groBe
Argumente ein

= [[2+1 o 20+1 ;.1 Pi(cost
GEDY K.—ﬂ%)e’“ (- e ¥ (4.26)
=0

Durch Vergleich von (4.23b) und (4.26) erhalten wir zwei Relationen

20+1 4 20 + 1

i 20 +1
Tt d fi= o (1) = T

a =i e sin 0 . (4.27)

Die Streuamplitude 148t sich nun durch die Streuphasen ausdriicken

D (20 + 1) sind; Pi(cos ). (4.28)

=0

f(0) =

| =

Experimentell wird beobachtet/kontrolliert:

(a) die Zahl der pro Zeit- und Flicheneinheit eintreffenden Teilchen, d.h. die Stromdichte j_';m
der einfallenden ebenen Welle

(b) die Zahl der pro Zeit- und Raumwinkeleinheit auslaufenden Teilchen dN ist gegeben durch
die Stromdichte j,,s der auslaufenden “Kugelwelle”

AN = Jous - AS = jous 72 dQ2. (4.29)

r2dQ

Das Verhiltnis der Raten (b) zu (a) hat
die Einheit Flache und wird als differentieller

_ 2
Streuquerschnitt do bezeichnet dS = redSL
dN
do = o0 = Jaws 240 (4.30) B
Jein Jein J’ .
was fiir grole Absténde eine Funktion nur von
Q= (60, p) ist. Wegen
?—i@*ﬁw—cc) (4.31a)
77 %im “) :
5 - .o eikr 1
Vi =i |ke™ + ke, f(Q) —+0 (ﬁﬂ : (4.31Db)

und dem Wegmitteln von oszillierenden Termen im Raumwinkel d{2 bleibt allein iibrig j =
jein + jaus mlt
L RE BRSO

jein - Ev Jaus = m 2 €r, (432)
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und damit folgt fiir den differentiellen Streuquerschnitt

0~ r@P. (4.33)
Wir berechnen den totalen Streuquerschnitt
Ttot i= /Sphiire do = /S'phiire g—ng = /Sphiire |f(Q)2dQ. (4.34)
Wegen
If(O)] = % i (21 4 1)(20' + 1)el® =) sin §; sin 6 Py(cos 0) Py (cos b)), (4.35)

LU=0

und der Orthogonalitéit der Legendre-Polynome

! 2 4
/1 dxPy(z)Py(x) = ST 1(5”/ = /dQB(COS 0)Py(cosf) = 57 i 1(5”/ , (4.36)
folgt
47 & )
Crop = / .. |f(Q)]?dQ = 77 Z(Zl +1)sin? ;. (4.37)
Sphare =0
Jede Partialwelle hat einen Beitrag ;. Der maximale Beitrag einer jeden Partialwelle ist offenbar
max 47T
o7 = (20 +1), (4.38)
wenn 0; = 5 (mod 7) gilt, siehe spiiter “Resonanz”. Eine wichtige Identitét, die [ [f[*dQ und
Imf verkniipft, ist das sog. optische Theorem. Wegen P,(1) =1 gilt
1 — e ) 4m
Imf(#=0)= z Z(Zl +1)sin®; und folglich oy = ?Imf(ﬁ =0). (4.39)
1=0

4.2 Allgemeine Uberlegungen zu Streuphasen

Wir haben mit den Ergebnissen des letzten Paragraphen den Streuquerschnitt auf die Streupha-
sen zuriickgefiihrt, die iiber das asymptotische Verhalten der Partialwellen definiert sind. Wir
werden sehen, dafl die Werte der Streuphasen sich aus dem Geschehen bei kurzen Abstdnden
vom Streuzentrum ergeben. Wir schreiben (4.2) fiir R(r) = rf(r), U(r) = 23V (r) um in

d? (l+1
ﬁ—FkQ—U— (7”2 ) Rl(’l“):(). (440)

Gleichzeitig wollen wir ein weiteres System wie (4.40) betrachten, aber mit Potential V' und

U(r) = 22V (r), gleiches E bzw. k und [, mit Lésung R,(r). Es gibt die interessante Relation

(“Verallgemeinerung Wronski”)

d ._ _ _ _ _
T [RiR) — RR,] = [RiR] — R/R)| = (U —-U)RR,. (4.41)
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Nun gilt nach Integration
(R - RiR] | = / dr(U - U)RiRy . (4.42)
0

Wegen R;(0) = R;(0) = 0 und fiir 7 — oo (wobei wir die Normierung der Radialwellenfunktionen
so vorgenommen haben, daf§ die Asymptotik wie in (4.19) gilt, also ohne weiteren Zahlenfaktor!)

Ri(r)R)(r)— R)(r)Ry(r) ~ k [sin (kr — gl + 5;) cos <k:r - gl + 51) — (& < 5;)} = ksin(6; — &),

(4.43)
folgt aus (4.42)
_ 1 [ L
sin(él — 51) = _E/ d’T’(U - U)RlRl . (444)
0
Aus dieser Gleichung kénnen wir verschiedene Schliisse ziehen.
Exakte Relationen
(i) Fiir U = 0 mit 6; = 0 und R;(r) = krj;(kr) (erfiillt die “Normierung” (4.19)) folgt
2 o0
sind; = —h—n; drrV(r)j(kr)R(r) . (4.45)
0
Dies liefert 9;, sofern man R; kennt.
(i) Sei V nahe bei V, d.h. AV =V — V klein, dann erhalten wir aus (4.44)
2m [ 9 9
Ay = o drAV (r)R;i(r) + O((AV)?), (4.46)
0

woraus wir unter anderem erkennen, dafl ein Zuwachs eines Potentials zu einer Abnahme
der Streuphase korrespondiert (und umgekehrt).

Naherungsverfahren

(i) Bornsche Ndherung Falls das Potential V' schwach gegen E — hzln(iﬁl) ist, ist in nullter Ord-

nung in V die Radialwellenfunktion R, = krj;(kr) und die Streuphase in erster Ordnung
inV

2 o0
0 = —h—rgk drr? V (r)ji(kr). (4.47)
0

Bemerkung: Fiir das Coulombpotential divergiert dieses Integral.

(ii) Endliche Reichweite von V' bzw. geniigend schneller Abfall. Sei V' nur bis r < 7y bedeut-
sam, dann erwarten wir fiir ein Teilchen mit Drehimpuls L und Impuls P (bei groflem
Abstand), dafl das Teilchen das Potential “nicht sieht”, wenn der Stofiparameter b := L/p
grofer als die Potentialreichweite ist
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b>rg , (448)

da der minimale Abstand des Teilchens vom
Zentrum eher noch grofler ist. Diese Bedingung

fihrt auf Ay/I(I + 1) > hkry bzw.

k< Vit . (4.49)

To

Wenn also k < 1/ry, dann gibt es keine Streuung fiir [ > 0, d.h. es gibt nur [ = 0 bzw.
s-Wellen-Streuung.

Beispiel Kernkriifte: 7y ~ 1071m, d.h. im Energiebereich £ < 2::;2 ~ 100MeV gibt es nur
0

s-Wellen-Streuung.

Wir haben oben ein klassisches Bild bemiiht.

Quantenmechanisch argumentieren wir wie
folgt. Fir £ — 0 git & — 0, so daB Vis)
die Nahabstandsasymptotik R;(r) ~ (kr)+? " (s |
die Radialwellenfunktion auf Absténde bis zur Q/er et 2
GroBenordnung O(1/k) auf null driickt und (zu- 3/
sammen mit j;(kr)) in (4.45) einen verschwin-
denden Beitrag liefert. 0 f 1 =
o 1
sin 6 ~ k¥ (4.50)
Fiir [ = 0 haben wir -
jo(kr) = Smk( R (4.51)
r
so daf3
.0 0, >0,
mit der sog. Streuldnge a
_2m [™ . Ry(r)
@= s i drrV(r) IICILI(I) ’ (4.53)
Nach (4.28) mit einzigem Beitrag durch | = 0: f(f) = +8y = —a und nach (4.37)
lim 00y = 4ma® . (4.54)
k—0

4.3 Streuung an Potentialen endlicher Reichweite (Potentialtépfe)

Fiir Potentiale endlicher Reichweite (V(r) = 0 fiir r > ) konnen wir die stationdren Radial-

wellen leicht angeben
fa(r) = Agq(kr) + Bny(kr). (4.55)
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Setzen wir das erwartete asymptotische Verhalten fiir  — oo mit der Asymptotik von (4.55)
gleich

L. T A . T B T
- sin (kr - El + 51) = —sin </{:7’ - §l) — - cos (l{:r — §l> : (4.56)
so folgt A = cosd;, B = —sind;. Hierbei haben wir (4.8) benutzt. Wir interessieren uns im wei-

teren nicht fiir die Norm.

Innerhalb r < 7y wird die Radialwellengleichung plus Randbedingung bei » — 0 durch eine
Funktion f5;(r), oder kurz fg;(r), gelost. Dies impliziert Stetigkeit der logarithmischen Ableitung

’ d d
% = log fEl‘r:ro =3 log [ji(kr) cos &, — ny(kr) sin ;] !r:m ) (4.57)
oder i q d
J—J o .
tan 0; = Tl mit j' = Ejl(kr)’ n = Enl(kr). (4.58)
Potentialtopfe
Fiir s-Wellen entspricht fiir r < ry die Bewegung mit r
Energie £ im Potentialtopf der Tiefe Vj derjenigen ST
ohne Potential mit Energie F + Vj, folglich
= c
. h2K2 o
fro= 2 ASET ST s =B > L (o) = Atk
r | sin(kr +do), r>r0, % =E, s
(4.59)
Anschlufibedingung
K cot Krog = kcot(krg + do) (4.60)
oder
k k
tan(kro + dp) = e tan Krg bzw. 0§y = —kry + arctan ® tan Krg | . (4.61)
Tiefer Topf: Hier gilt k/K < 1. Falls nicht gerade K7y sehr nahe bei 7 (mod =) liegt, gilt
8o = —kro + £ tan Kro = —krg (1 — %) Daher ist
4 | tan Krg 2
00 =15 sin? 6y = 4nry <1 e ) , (4.62)

wobei das letzte Gleichheitszeichen fiir kleine Energien gilt.

Fiir bestimmte Energien
tan Krg = Krg, (4.63)
T
verschwindet der Streuquerschnitt. Diese Er- rS. Je= 4§,
scheinung ist in der Atom- und Kernphysik als -
Ramsauer-Effekt bekannt. ? Ke,
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Auch in den Kanélen mit [ > 1 tritt bei kleinen Energien (krq < 1) das interessante Phénomen
der Resonanz auf. Fiir einen tiefen Topf (Kro > 1) kann fiir f< die Asymptotik der sphérischen
Besselfunktionen fiir grofiles Argument und fiir f~ die Asymptotik fiir kleines Argument benutzt
werden. Aus der Stetigkeit und Differenzierbarbeit von r f(r) bei r = ry folgt

d d

— (log[Kr ji(K7r)]) = — (log[kr ji(kr) cos 6 — krmy(kr) sing]) beir =rg (4.64a)

dr ——— dr —— N

sin (KT_%I) glrilf)‘l' (20—=1)N(kr)—t

s (1 + 1) (kro)? ™ —1(20 — D)IY(21 + 1) tan 6,
t (Krg— =l) = 4.64b
= oot (Kro—5l) (kro)2+ + (20 — D)N(20 + 1)!! tan d, (4.64D)
Umgeformt nach o,
ko)t 1+ 1 — Krgeot (Krg — I

fan &y = — (KT il ro ot (Ko — 51) (4.65)

(20 =N+ 1) 1+ Krgcot (Krg — Z1)

Man sieht, dal §; immer < 1, aufler der Nenner verschwindet. Die Energie E, bei der dies ge-
schieht sei mit E, (r: Resonanz) bezeichnet. Dann la8t sich der Nenner in (4.65) als Funktion
von F entwickeln mit niedrigstem Term E — E,.

L7 L
L/2 (4.66) ;
E—E, ' N

mit einer gewissen Breite I' = O ((kro)**1).

tan d; ~

Streuung an harter Kugel

oo, 1 <710,

V= 4.67 A
{O, r>Trg. ( ) l/ ////
Hier gilt f<(r) = 0 und die Anschlulbedingung oo /]
fir f~(r) = const - [ji(kr) cos o, — ny(kr) sin ;] //
lautet f~(rg) = 0 also //
(kro) £ ~
— JARTo I r
tan 51 nl<kj7“0) y (468) o
mit (4.37)
47 . 4mr ji(kro)
= — 1) sin? = 1 L . 4.
0= 13 (20 + 1) sin® 13 (20 + )jf(k:ro) T n2(Rro) (4.69)

tan? /(1+tan?)

Niedrige Energien E krg < 1: Fiir [ > 1 finden wir o; — 0. Fiir [ = 0 gilt jo(z) = 2% und

no(r) = =< so daf

T

e 2
oy = 4mrg (su;_m) —  Admry. (4.70)

To k—0
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Die Streulénge fiir die feste Kugel mit Radius r( ist also a = ry und der Streuquerschnitt bei
kleinen Energien ist 4x der klassische Streuquerschnitt 77!

Hohe Energien E krg > 1

Wegen des Nenners k? in (4.37) tragen nun individuelle, insbesondere kleine [ nicht wesentlich
bei. Die Auswertung der gesamten Summe mittels der Debyeschen Asymptotik der Zylinder-
funktionen mit grofen Indizes erhélt man

da r2 0 1 (dersf _:_‘1_3_ =
— ZO [1 + cot? = 5 - JE(krosin 6) (4.71a)
x/2 r — 0, e
~ (4.71Db)
Smx—7r/4) r— 00.
Es gilt

Otor —> 2773, (4.72)
k—o0

also 2x der klassische Streuquerschnitt 7!

4.4 Allgemeine Formulierung der Streutheorie

Wir betrachten nun Streuprobleme mit nicht notwendigerweise radialsymmetrischen Potentialen

V(Z). Die Schrodingergleichung fiir Streuzustéinde mit Energie E = h; fj lautet
h? - q
S (A R R(E) = VE(). (4.7)
Fiir V = 0 sind die Losungen einfach ebene Wellen
ik 72 )

Wir suchen fiir V(Z) # 0 (aber V(Z) — 0 fiir ¥ — oo) Losungen, die sich asymptotisch wie
¢(Z) verhalten. Die Asymptotik ist nahezu ausreichend, um die Losung eindeutig zu fixieren.

Wir fassen die obige Gleichung als partielle DGL bzw. inhomogene Wellengleichung fiir ¢ auf
mit Quellterm V. Wie in der Elektrodynamik ausgiebig exerziert konnen wir eine “Losung”
vom Integraltyp angeben

Ueld) = or(@) + [ @y GRlE IV @eld). (4.75)
sofern die Greensche Funktion G (Z, %) die DGL erfiillt
h2
5 — (A, + K)GR(Z,§) = (& - §) . (4.76)

Der obige Integralansatz liefert folgendes
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e Summand 1: wird zu 0 unter der Wirkung von (A + k?), zeigt die gewiinschte Asymptotik,

e Summand 2: liefert unter Anwendung von %(A + k%)
[ 98 @ = DV @) = V@@, (4.77)

und hat verschwindende Asymptotik, wenn G(Z,y) — 0 fiir | — ] — oo.

Wir kennen die Greensche Funktion aus der Elektrodynamik. Tatsédchlich hatten wir zwei
Losungen kennengelernt

m etiklE—7l

Comh? |7 —q

GE(E.5) = GE(F — §) = (4.78)

die einer aus- (+) bzw. einer ein- (—) laufenden Kugelwelle entsprechen.

Da unser Streuzustand einer ebenen Welle iiberlagert mit auslaufenden Kugelwellen entsprechen
sollte, sind wir an folgender Integralgleichung interessiert

m eik|f_g|

Vel®) = 05(5) — 5 [ Ay e V). (1.79)

r—Yy

Diese Integralgleichung ist dquivalent zur
(a) Schrodingergleichung (DGL),

(b) Asymptotik bestehend aus
fithrendem Term (ebene Welle), néchstfiihrendem Term der Ordnung O(1/|Z|).

Wir wollen uns nun explizit davon iiberzeugen, dafl die durch obige Integralgleichung beschrie-
bene Funktion von der Form (4.21) ist und auch die Streuamplitude bestimmen. Fiir |Z] > |y
gilt

W P .. & 1
AT A _ 27 — 4.
+5 =1 |f|+o(| ) (4.80)

7|

oder
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mit
—1k’

=, —» 477 m S 47r m
FE R = Gl V@) =~ (V) (4.83)
¢Z,(y)
Die obige Integralgleichung

=0+ GV, (4.84)

eignet sich fiir eine iterative Losung
Y =0¢+GVo+GVGVh+ ..+ (GV)"p =) (GV)¢. (4.85)

=0

Fiir hohe Energie gilt GV < 1 (formaler Beweis?) und obige Reihe kann nach wenigen Glie-
dern abgebrochen werden. In sogenannter Bornscher Naherung nimmt man nur die Terme bis
einschliefllich erster Ordnung mit bzw. in (4.83) ersetzt man v durch ¢ und

o o 47r m m -
FK k) = === (pVIop) = —5 V(D). (4.86)
wobel 7 = K — k und
V@ = [ Eyvime . (4.87)
die Fouriertransformierte von V(&) ist. Da |k'| = || ist der Betrag des Impulsiibertrags ¢ gleich
.0
q = 2ksin 7 (4.88)

wobei 6 der Winkel zwischen &' und k ist. Nach (4.33) ist der differentielle Streuquerschnitt

do 2 _ m? 2
aq = O = 2h4| Vg, (4.89)

wobei in der letzten Gleichung die (erste) Bornsche Néherung benutzt wurde.

Beispiel Wir behandeln die elastische Streuung eines Elektrons an einem Atom, d.h. die Poten-
tialstreuung an Kern und Elektronenhiille (Elektron gestreut am Potential hervorgerufen durch
Kernladung Z|e| und Elektronenhiille mit Ladungsdichte en(Z)). Hierbei soll keine Anregung
der Elektronenhiille erfolgen (dazu mehr spéter).

Wir kénnen die obige Formel fiir g—g direkt anwenden, wenn wir XN/(cf) aus der Ladungsdichte
—Zed3(Z) + en(Z) berechnet haben. Die Poissongleichung A® = —4rp fithrt mit V' = ®e auf

AV(E) = —Ar [—Zed*(T) + en(T)] - €, (4.90)
und lautet nach Fourier-Transformation

— V(] = 4 [Z — F(D)], (4.91)
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F(q) = /d?’x n(Z)e” | atomarer Formfaktor (4.92)

und 148t sich nach V() auflosen. Folglich

do  4dm®* [Z - F({))*
é = 77;46 [ " (q_)} , (ap : Bohrscher Radius). (4.93)
4
Ta3
Fiir einen reinen Kern (vollstdndig ionisiert) gilt n(Z) = 0 und F(¢) = 0, so daf§ wir die

Rutherford-Formel gefunden haben. Diese gilt fiir Coulombstreuung unveréndert in der Quan-
tenmechanik wie in der klassischen Mechanik, was als Zufall zu werten ist, und ergibt sich
schon in Bornscher Ndherung exakt.

Fiir ein neutrales Atom gilt F(¢) = Z + O(a?q?), d.h. fiir ¢ — 0. Fiir ein H-Atom im Grundzu-
stand ist

= L r/a
() = [¥r00(r,0,9) > = | froo(r)? Yoo 8, ) = —e7*/0 (4.94)
A;/_/%/_/ Tay
%67 r/ag ﬁ

@0
und Fouriertransformation liefert (selbst bzw. in Ubungen)

2

1 do a2 2+ (%)
Py, | 22 (4.95)
1+ (59’ L+ (%))
Bemerkung: Falls die endliche Masse des %g WD) =z
Streuzentrums beriicksichtigt werden soll,
geht man ins Schwerpunktsystem. Wie im 2
klassischen Fall rechnet man den Streuwinkel % 7 ,
um — Force woch otuc@crijﬂ
voun c?,gf
sin 6, H - Mowe
tan 0pqpor = , 4.96
AR YLab cos 05 + myq /ms ( )
mit Massen 1: Projektil und 2: “Target”. 0 _T'LT >0—
Allgemeiner, auch inelastischer Streuprozef
Im allgemeinen @ndern sich Targets bei Beschuf3
A+B— A"+ B* (Anregung) , (4.97a)
A+B—A"+B+e (Ionisierung von A), (4.97b)
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was direkt einsichtig fiir atomare Streuzentren ist. Aber auch “Elementarteilchen” kénnen sich
andern durch Austausch von Ladungsquanten etc.

T 4+p—7a’+n, (4.98a)
et te =2y, v+, ut (4.98b)
e +p—e +pt+rt 4. (4.98c)

Die theoretische Behandlung erfolgt in einem Produkt-Hilbertraum H = H 4 ®H g fiir die beiden
Komponenten. Der Anfangszustand ist typischerweise

|6a) = 14) @ |B) = [A)|B), (4.99)

wobei |A) den Anfangszustand des Atoms beschreibt und |B) den Anfangszustand des
punktformigen Teilchens (z.B. Elektron), die Eigenzustinde des Hamiltonoperators H, ohne
Wechselwirkung von A und B sind, d.h. Hy = H4 + Hg. Also

H0‘¢a> = Ea|¢a> = (EA + EB)‘AHB) ) (4100)

mit typischerweise E =Energie atomarer Niveaus FE, und Fg = % fiir punktférmige Teil-
chen.

Der vollstandige Hamiltonoperator umfait Hy und eine gegenseitige Wechselwirkung, z.B. Cou-
lomb V/
H=Hy+V. (4.101)

Gesucht sind Streuzusténde [1)), die asymptotisch in |¢) {ibergehen. Offenbar erfiillt jede Losung
von

1
) =¢) + va) , Lippmann-Schwinger-Gleichung, (4.102)

die Schrédingergleichung (E — Hy)ly) = V|¢), aber nicht umgekehrt. Hier ist ¢ — 07 zur
“Regularisierung” eingefiihrt worden, so daf3 die Inverse zu E +ie — Hy existiert. Man iiberzeuge
sich, daf3

(Ho— E —il) = —ielg) = VIv) = (Hy— E)g) = —V|y) fire—0".  (4.103)

Die Ortsdarstellung des Resolventenoperators (E +ie — Hy) ™! ist im Falle der oben behandelten
Potentialstreuung gerade die (retardierte) Greensche Funktion, denn

(Z|(E+ie—Hy) '|y) = /d3q (Z|(E +ie — Ho) @) (ql7) (4.104a)
W22 45 022
9 J3 iG(Z—7) ik|Z—1]
_ q_¢c m e (4.104b)

TR ) @rpPkitie—q® 2R |i—g|

Das Vorzeichen von ie im Resolventenoperator sorgt also fiir die richtige Asymptotik (auslaufen-
de Wellen). Der Deutlichkeit wegen werden diese Funktionen auch |¢}) genannt im Gegensatz
zu [¢;) mit umgekehrtem Vorzeichen (und einlaufenden Wellen).
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Fiir ein anregbares System (Atom+punktformiges Teilchen) gilt mit £ = P L B, und lp) =

. 2m
|k, En)
1

E +ie — H,

und nach Einfiigen einer Darstellung der Eins 1 = [d®k' )" K, B (K, E,,| zwischen Resol-
vente und V' erhalten wir

|¥) = |k, En) + Vi), (4.105)

(K, En|V]¢)

, (4.106)

o) = IR B+ [ @) S B
wobei in Bornscher Néherung auf der rechten Seite |¢p) = |k, E,) gesetzt werden kann.

4.5 Streuzustinde identischer Teilchen (nach Kap. 7 zu verstehen)

Die fiir die Streuung verantwortliche Wechselwirkung zweier gleicher Teilchen aneinander sei
spinunabhingig. Wir faktorisieren die 2-Teilchen-Wellenfunktion in Schwerpunkt- und Relativ-
Koordinaten -

D(iy, By) = FETT) () — ) (4.107)

mit Gesamtimpuls P = 2hk korrespondierend zu einem einfallenden Teilchen mit genau diesem
Impuls auf ein im Laborsystem ruhendes Teilchen.

Die 2-Teilchenfunktion ® ist entweder symmetrisch oder antisymmetrisch: ¢(Z) = +¢(—7),
wobei ¢ einem symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten 1-Teilchen-Streuzustand wie in (4.21)
entspricht

s/a; — ikz —ikz i
e/ (@) = €M ke R [£(0) £ f(7 — 0)) R (4.108)
=:f°/2(0)

mit geraden/ungeraden Partialwellen. Die Funktion ¢° ist relevant fiir Spin-1/2 Fermionen im
Spin-Singulett-Zustand oder fiir Bosonen mit Spin 0; ¢® ist relevant fiir Spin-1/2 Fermionen im
Spin-Triplett-Zustand.

Je nach Praparation kann fiir Spin-1/2 Fermionen ein Streuzustand als beliebige Linearkombi-
nation vorliegen

b= avixs+ > Butivea, laPf+ S0 IBL=1. (4.109)

n=-—1,0,1 pn=-—1,0,1

Da die Spinwellenfunktionen orthogonal zueinander sind, gibt es keine Interferenz und der Streu-
querschnitt ist

do do do
-5 = laf® (—) + > 1B (—) (4.110a)
dQ dQ ) ¢ o dQ )
da) do
| =If (—) = |fal?. (4.110b)
(dQ g dQ /.
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In der Praxis sind die Teilchen oft unpolarisiert, d.h. |a|? = |3,|* = 1/4. Dann folgt

d 1/d d
(_"> _ 2 <_“) 43 (_“) . (4.111)
dQ unpolarisiert 4 \dQ S 4 \dQ T

In jedem Fall ist die Streuung identischer Teilchen sym-
metrisch in Vorwérts- und Riickwiérts-Richtung: () =

o
o(m — ) im Schwerpunktsystem. e

~b

5 Néaherungsverfahren

5.1 Entwicklung nach kleiner Stérung (Rayleigh-Schrédinger)

Wir konnen nur wenige Probleme der Quantenmechanik exakt 16sen. Vielfach finden wir einen
Hamiltonoperator H in der Form

H=Hy+V, (5.1)

vor, wobei wir H vollstdndig beherrschen und V' eine “kleine Stérung” darstellt. Wir gehen von
einem vollstéindigen System von normierten (!) Eigenzustéinden |EY, o) von Hy aus; E° bezeichne
die Energie zu Hy und « sei ein weiterer Satz von Quantenzahlen zu mit Hy, kommutierenden
Operatoren oder einfach eine Nummerierung im Falle entarteter Eigenwerte von Hy

Hy|EY, ) = EYED, o). (5.2)
Die kleine Stérung V' schreibt man oft als

V=AW, (5.3) -

mit einer (dimensionslosen) Kopplungskonstanten . >6

Die Eigenwerte von H bzw. H(\) variieren stetig
mit A, ebenso die Eigenrdume. Die Eigenzustidnde \/

sind stetig (differenzierbar), wenn der Eigenwert ein- SNa
fach ist. Im Falle von Entartung kann Stetigkeit der T —
Zustande eingerichtet werden.

Wir wollen das Eigenwertproblem ausgehend von Hj beschreiben. Qualitativer Befund: entartete
Eigenwerte von Hj spalten eventuell auf (aber nicht immer alle). Wir betrachten zunéchst einen
einfachen Eigenwert E° mit Eigenzustand |EY) korrespondierend zu E,,, |E,) von H, d.h.

lim B, = E°, lim|E,) = |EY). (5.4)
A—0 A—0
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Wir wollen die Eigenwertgleichung
(H - En)|En> =0, (55)
in eine Gleichung umschreiben, die iterativ gelost werden kann. Zunéchst erhalten wir

(Hy+V — E°—AE,)|E,) =0, wobei E, = B’ + AE,, (5.6a)
& (Hy — EY)|E,) = (AE, — V)|E,). (5.6b)

Sei nun P, = |E9)(EY| der Projektor auf |E%) und Q,, = 1 — P, das Orthogonalkomplement,

n'#n

dann ist (5.6b) dquivalent zu

=0
o (EYAL,~V)|E) =0 (5.8b)
_ (EQVIER)
& AL, = (EOIE, (5.8¢)
Qu(Ho — E)|E,) = Qu(AE, —V)|E,) (5.84)
:Qn(HO—EE)QnQn‘EW
= Qn|En) = [Qun(Ho — E2>Qn]71/ Qu(AE, = V)|Ey) (5.8¢)

Operator in Orth.kompl. zu |E9)

Die Parallelkomponente von |E,) zu |EY) ist nicht durch irgendeine Bedingung gegeben. Wir
wihlen P,|E,) = |E?) und erhalten

|En> = PnlEn> + inEn> (5.9&)
= |E%) + [Qu(Hy — E9Qu] ' Qu(AE, — V)|E,) (5.9b)
= |Ep) + [@Qn(Ho — E))Qu] (AE, = V)|E,), (5.9¢)

wobei die letzte Gleichung gilt, da wegen (5.8a): Q,(AE, — V)|E,) = (AE, — V)|E,).

Hitten wir P,|FE,) = ¢ - |E°) mit einer Konstanten ¢ gewihlt, so wiirde die modifizierte Glei-
chung den Zustand c- |E,) mit |E,) wie in (5.9¢) beschreiben.

Die Eigenwertgleichung ist nun dquivalent zu
(EnlV|E,)
AEn — Xnl” 7R/

(EplEn)
|En) = |E) + [Qn(Ho — Ep)Qul H(AE, = V)|E,) (5.10b)

= (E|\V|E,), (5.10a)
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wobei (5.10b) zum Wegfallen des Nenners in (5.10a) fithrte. Beachte, daf8 die Losung hierzu im
allgemeinen nicht normiert ist. Der inverse Operator kann “explizit” angegeben werden

-1

[Qn(HO - Eg)Qn]il = Z ‘EO HO - EO) Q (511&)
Ln/#n J
- 1-1
= | D (Ey = BEDIELNEY Qn (5.11D)
Ln/#n i
- -1
ST B - BB (B = ST (B — EDYESN(EL],  (5.11c)
| n/#n n'#n

wobei von der 1. Zeile zur 2. Zeile (E°|(Hy — E?) = (E°, — E2)(EY | benutzt wurde, und von
der 2. Zeile zur 3. Zeile (E?/|Q,, = (EY|.

Man 16st (5.10) iterativ:

AEY) = (E°\V|EM)Y (5.12a)
[EUTY = |ED) + > (B — ED)TELN(ES(AESY — V)|ED) (5.12b)
n'#n

r = 0: Setze zunichst den ungestoérten Zustand |E°) (= \E£0)> in (5.12a) ein, das Ergebnis AES
und erneut |E?) in (5.12b). Die Ergebnisse sind dann Eigenzustand und Energieverschiebung in
1. Ordnung in V:

AEW = (E°|V|ED) , (5.13a)
[ED) = 1E0) + Y (Ey = Ep)HEL(EL(AED — V)| Ep) (5.13b)
/#n
=B = > (Ey = E)EN(EVVIE) (5.13¢)
n'#n
(Ew|VIED)
= E) =) B) "0 — 5o - (5.13d)
n'#n n' n

r = 1: Setze nun |E,(zl)> in (5.12a) ein, das Ergebnis \Eff)) und erneut |E7(11)) in (5.12b). Die
Ergebnisse sind dann Eigenzustand und Energieverschiebung in 2. Ordnung in V. Wir notieren
hier nur die Energieverschiebung

AE® = (E°|V|ED) (5.14a)
_ (01| 70 0111 w0\ (B VIED)
= (EVI|Ey) — ;<E”’V|E“’>T—Eg (5.14b)
0|V £0) (£ |V|E°>|
— (E°|V|ED) %: — (5.14c)
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Der Beitrag 2. Ordnung ist besonders wichtig, wenn der Beitrag 1. Ordnung null ist. Niveau-
abstoffung in 2. Ordnung: der Beitrag eines Zustandes n’ in der Summe ist < 0 (> 0), wenn
EY > E? (EY < E?). Speziell fiir den Grundzustand mit n = 0 gilt

0 0
AE® — Z By |V|E >| <0. (5.15)
/750

Anwendung der Storungstheorie auf Atome beliebiger Kernladungszahl Z und 2 Elektro-
nen:

B B Ze Ze e (5.16)
2m 2m |fl| |[fg| ’fl — [)?2| ’ '
N ~~ 7 N——
:;HO :ZV
Im Grundzustand von Hj sind beide Elektronen im 1s Zustand
|E8> = |]_S, 1S> bZW. ng(fl, fg) = (plgo(fl)(plog(fg) s (517)
wobei . 2 2
¥ = ————e /0 = |Z|, a =ay/Z, ay= —, Ry = 5.18
¥100 (ZZ') (7T(l3)1/2e ) r ’SL’|, a CI/()/ , Qo meg? Y 2ma% ( )

Dies ist eine leichte Verallgemeinerung unserer Ergebnisse zum H-Atom, d.h. Qe = Z|e| und
Q Bietron = €. Die Energien erhalten einen Faktor Z?2, zwei Elektronen im Grundzustand liefern
(wenn es keine Elektron-Elektron-Wechselwirkung gébe)

E) = —27°Ry. (5.19)

Bemerkung: Fiir > 2 Elektronen miissen wir unbedingt das Pauliprinzip und den Spin der Elek-
tronen beriicksichtigen. Bei 2 Elektronen ist die “naive” Rechnung “zufallig” richtig.

In 1. Ordnung Stérungstheorie haben wir zu berechnen

2
(1) _ /g0 oy _ 1 3, 33, —2(|F1|+|Z2l)/a__ €
A = (BIVIE) = - /d 1 dPppe 2T IFIT2D/ AR (5.20)
Das Integral 148t sich mit Hilfe der Entwicklung
!
Y ()Y (9) 5.21
et Z mmlm; ()Y (22) (5.21a)
Ty = |x1| ,To = |Za], 7« = min(ry,m) , r~ = max(ry,79) , (5.21b)
schnell berechnen (— I,m = 0,0). Ergebnis
5¢2 5
AE) =-— ="ZRy. 5.22
0 Sa 4 Y ( )
Fiir He (Z = 2) erhélt man
EQ = —108,8¢eV EWY = _74.8eV
= 0 ’ . 5.23
AEY = 434,0eV ES™ = —78,6¢V (5.23)

87



Auch fir Z > 2 ist der Fehler in 1. Ordnung etwa 4eV. Dies sollte klar sein, da die
Storungstheorie als Entwicklung nach 1/Z aufgefafit werden kann

% _0 (%) , (5.24)

mit 0. Ordnung = O(Z?), 1. Ordnung = O (Z), 2. Ordnung = O (Z4) = O(1).

Entartete Storungstheorie
Wenn nun der Zustand |EY) energetisch nicht von den anderen Eigenzustinden getrennt ist,

d.h. Entartung oder auch ‘£ |V‘E> ~ 1, ist obige Entwicklung unbrauchbar. Als Vorbereitung auf
diesen Fall betrachten wir e1n 2 Niveau-System:

H=H,+V, H0|E1/2> 1/2|E1/2> (5-253)
H|E) = E|E), |E)=a|E))+b|E), (5.25b)

(In spiiteren Anwendungen sind |E}) und |EY) Basisvektoren eines Unterraums des Gesamt-
Hilbertraums #.)

Aus der Eigenwertgleichung erhalten wir nach Multiplikation mit (EY /2|

E} +Vu Vi A\ . (a IR
< Vor  ES+ V) \b =B (Vij = (E7|VIE})). (5.26)
Losung
1/2
B = By = § (B + Vi + B9 + Vi) 3| (B0 + Vi — B9 = Vg )" Ve’ | (520
—B —A

Dieses Ergebnis ist fiir A = 0 sehr von dem Ergeb-
nis der Stérungstheorie verschieden. Dort hatte die
Grundzustandsenergie eine parabelférmige Gestalt,
hier ist die Grundzustandsenergie nicht einmal bei
V1o = 0 differenzierbar. Bei festem Vi5 gilt

Iy
: _ |50
A | Erp2) = [ Bys) /
: _ |50
Al_lgloo | Ery2) = |E2/1> : /

Im weiteren gilt Niveauabstolung.

(4]

AU

N >
| m
\
mi
=
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Allgemeiner Fall ;[ : v
Sei nun ein System gegeben mit f vielen (nahezu) 4

entarteten Niveaus, die vom Rest des Spektrums m! H —V{
getrennt sind: |EY) (k =1, ..., f). )

1. Schritt Innerhalb des Unterraums der f Zusténde

; : bes weik ﬂ.__
ist das Eigenwertproblem % tincedn. vy

H|E) = E|E), (5.29) T

exakt (analytisch, numerisch) zu l6sen, d.h. fiir |E) = Z£:1 ay| EY) fordern wir

(E)|H|E) = E(E|E),  firallel=1,..,f, (5.30)
bzw.
f
> (B)H|E)ar = Ea. (5.31)
k=1

Das liefert f viele Eigenzustinde |E?) mit der Eigenschaft

(EY|H|ED) = Bl (5.32)
2. Schritt
Behandlung des Gesamtproblems, d.h. Einfluf der anderen |EY) Zustéinde orthogonal zu den
bisher betrachteten f vielen Zusténden. Dies erfolgt mit obiger Stérungstheorie. Die Storung

ist nun ein Operator mit Matrixelementen wie V', aufler im Raum der f vorher identifizierten
Zustande: hier sind die Matrixelemente 0.

Anwendung: Stark-Effekt

Wir betrachten ein Atom in einem aufleren elektrischen Feld. Hier: H-Atom

e
Hy=——-—, V=—eFz=—eFrcosh, (5.33)
2m r
wobei hier das elektrische Feld F' statt E genannt wurde, um Konfusion zu vermeiden. Wir
haben Matrixelemente
(xlm|V|2'I'm) (5.34)

zu berechnen, wobei fiir gebundene Zusténde x, ¥’ Hauptquantenzahlen n, n’ sind, fiir Streu-
zustande sind x, 2’ Energien E, E'.

Viele Matrixelemente sind aus Symmetriegriinden 0:

(1) Da V mit L, kommutiert und obige Zusténde Eigenzusténde zu L, sind, ist das Matrixele-
ment 0, wenn m # m’:

LV =VL, =
hm(zlm|V|2'I'm"y = (xlm|LV]2'l'm') = (xlm|V L,|2'U'm’) = hm/{xlm|V|z'I'm')
= (zlm|V|2'I'm’"y =0, fiir m#m'. (5.35a)
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Damit dieses Matrixelement von 0 verschieden ist, mufl gelten

Am =0, m-“Auswahlregel” . (5.36)

(2) Entwickelt man cos 0 Y}, (6, ¢) nach Kugelflachenfunktionen, so treten Y}, auf mit [ < I'+1
bzw. [ — " < 1. Analoges gilt fiir cosf0 Y}, (0,¢): I < 1+ 1 bzw. —1 < | —I'. Also ist
(xlm|V]2'I!'m’) = 0 fir [l — | > 1. Das Matrixelement kann nur von 0 verschieden sein,
wenn

Al =0,%£1, [-“Auswahlregel”, (5.37)

gilt.
(3) Paritéit P: PVP = —V. Da Plzlm) = (—1)!|xlm) folgt
(zlm|PV P|'I'm!y = (=) (xlm|V |2'I'm/) = —(xlm|V|2'I'm') (5.38)

woraus direkt (—1)"*" = (—1)"=" = —1 fiir nicht verschwindende Matrixelemente folgt. Fiir
(5.37) folgt die schirfere Auswahlregel

Al =+1. (5.39)
Wir wenden dies auf das H-Atom an.
Grundzustand n = 1,1 = m = 0. Der Zustand ist eindeutig und der lineare Beitrag (1. Ordnung)

ist null, da die Auswahlregel Al = £1 nicht erfiillt ist. Es gibt nur einen Beitrag 2. Ordnung
(mit Summe iiber n/Integral iiber £, Y, =1 =1, m =0)

> 1 100)2 o0 E1l 100)|?
AB® — S LmI0VI100)P / | (BL0V]100) (5.40)
0

—~ E9 — EY E — EY
1. angeregtes Multiplett n =2, { = m = 0 sowie [ = 1, m = 0, £1 (insgesamt 4 Zusténde).
Grundsétzlich miiften wir entartete Storungsrechnung fiir alle vier Zustdnde anwenden.
Gliicklicherweise koppelt wegen der Auswahlregel Am = 0 die Storung nicht Zusténde mit ver-
schiedenen m, d.h. |21(41)) “sieht die anderen Zusténde nicht”, ebenso |21(—1)). Aber |210)
und |200) “sehen einander”.

Damit zeigen |21(%1)) nur quadratischen Starkeffekt. Wir wollen quadratische Terme in F' hier
nicht betrachten und ignorieren die Beitrdge durch Zustéinde mit Hauptquantenzahl n # 2.
Zu |210) und |200) nutzen wir die Radialwellenfunktionen (3.108) und Kugelfiachenfunktionen
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(3.67):

N i (2 ) (1)
P10 = \/?co 0 24@3 (:0 e 7"/ (5.41b)
(200|V]210) = 8% s ( ) —r/ao0 ﬁ /dQ cos291 (5.41c)
=1/3
= %ao /OOO drx*(2 —z)e™™ = —3eFay. (5.41d)
=(2—5)-4!

Nach (5.27) finden wir

% (Y200 F 210) (5.42)

By = E3 + 3eFay, mit s =

also linearen Starkeffekt

AN

~

F

E: /_‘ "f’zu:1 (?_(pQ) s
e

Bemerkung: “Storungstheorie” ist synonym zu “perturbativer Behandlung” (perturbation theo-
rY).

Nichtperturbative Ergebnisse konnen aus weiteren Symmetrieargumenten erhalten werden. Wir
fragen uns, ob das mittlere Energieniveau fiir alle Werte von F' entartet bleibt? Betrachte dazu
die Spiegelung S an der (z, z)-Ebene, die H in sich tiberfiihrt, also eine Symmetrie ist [H, S] = 0.
Natiirlich ist sowieso die Rotation um die z-Achse eine Symmetrie [H, L,] = 0. Aber S und L,
vertauschen nicht, da S den Winkel ¢ — —¢ ftiberfithrt, d.h. L,S = —SL,. Eigenzustinde
kénnen wie bisher mit Quantenzahlen E, hm bzgl. H, L, angegeben werden:

H|E,m) = E|E,m), L.|E,m) = hm|E,m) . (5.43)
Es gilt
HS|E,m) = SH|E,m) = ES|E,m), L.S|E,m) =—SL,|E,m) =—hmS|E,m). (5.44)

Daher sind |E, m) und S|E, m) zwei verschiedene Zusténde (verschiedene m Quantenzahlen) zu
gleicher Energie.
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5.2 Variationsverfahren (nach Ritz)

Variationelle Verfahren fiir die Grundzustandsenergie Ey beruhen auf der Ungleichung

(WIH[Y)
Ey < oy (¥ #0) (5.45)

Beweis. Sei (|uy,)), eine normierte Eigenbasis zu H, dann gilt

(WlH[p) = (Y|H (Z Iun><un|> [0) =D Bal(wal¥)? > Bo ) Wual$)? = Eo(¢l0) . (5.46)

]

AuBlerdem gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn ¢ nur (nicht-verschwindende) Beitréige
von Zustanden |u,) mit Eigenwert Ej hat, d.h. von einem Grundzustand

(V[H|p)
By = U0 ) = Bl (5.47)
)
Wir haben iiber Storungstheorie in 1. Ordnung gelernt
EMY = EY 4+ AEWY =(EYH|EY) > Ey.  (|ED) normiert) (5.48)
~~~ S——

(EQIHo|ER)  (EGIVIES)

Damit ist die Storungstheorie in 1. Ordnung fiir die Grundzustandsenergie eine obere Schranke
fiir den exakten Wert.

Die obige Gleichung und Ungleichung koénnen zusammengefafit werden zu

_ Wl
B ol ey (I (40

Die Bedeutung des Variationsprinzips liegt darin, daf§ die Minimierung des Funktionals

FlY] = M, (5.50)

(¥[¥)
auf einer gegebenen Untermenge H C H durchgefiihrt werden kann und eine obere Schranke
fiir die Grundzustandsenergie liefert und je “besser” H gewihlt wird, dieser Wert um so niher
an der Grundzustandsenergie liegt. Hiufig liegt die Menge H als eine Familie von Funktionen
Y(Z; o, ..., o) vor mit einer gewissen Anzahl f an freien Parametern o, ..., ay. Dann ist das
Funktional F[¢)] = F(ay, ..., ay) eine Funktion F : R — R und das Minimum wird wie {iblich
bestimmt, insbes. %F = 0 gelost.

e der so bestimmte Wert ist immer eine obere Schranke (sicher!)

e ob die minimierende Wellenfunktion t,,;, eines gegebenen H g ‘H auch alle physikalischen

Eigenschaften des exakten Grundzustandes gut approximiert, weifl man nicht, selbst wenn
die exakte Grundzustandsenergie gut approximiert wird.
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Beispiel: He-Atom
Wir benutzen die einparametrige Funktionsfamile

1 e
1/1(51,:?2;04) = _36—(|a:1|+|a:2|)/a’ a = (Z()/Q{. (551)
Ta
Wir erhalten (Rechnung ist iibersprungen, aber nahezu im Kopf durchfithrbar mit den bisher
angegebenen Ergebnissen)

5
F(a) = 2Ry {aQ — 2 (Z — 1_6>] , Z : Kernladungszahl (5.52)
wobei die drei Summanden aus kinetischer Energie, Coulomb-Kern-Elektronen, Coulomb-
Elektron-Elektron stammen.

Die Ableitung nach « gleich 0 setzen:

d 5 1 25 var
=0 = a=2Z-<. Fla)=-2Ryaj= EM - TRy = B (5.53)

Fir Z = 2 (He) erhalten wir:

EY = _748¢V & ESP=_T786eV.
EY = —76,6eV (5.54)

Diskussion: Durch variables a wird die Abschirmung durch ein weiteres Elektron beriicksichtigt.
Die Rechnungen sind genauso umfangreich wie die Storungstheorie 1. Ordnung, die Ergebnisse
sind aber deutlich besser.

Wir wollen uns jetzt mit den néchsten, angeregten Zustdnden befassen. Konnten wir alles be-
rechnen, was uns interessiert, wiirden wir iterativ, nach Bestimmung der ersten Eigenzustédnde
Yo, Y1, ..., Y1 mit niedrigsten Energien Ey, F1, ..., E,_1 im Orthogonalkomplement das Funk-
tional F[¢)] minimieren und v, mit Energie FE, erhalten.

Approximative Anwendung

Sei nun U C H ein Unterraum der Dimension n (keine Familie oder sonstige beliebige Teilmen-
ge). Sei |ug), ..., |t,_1) eine ONB von U. Dann sind die n Eigenwerte B < EY < ... < EYV | von
H beschrénkt auf U bzw. der Matrix ((u,|H|u,)) obere Schranken der n niedrigsten
Eigenwerte von H:

v,u=0,...,n—1

E, < EY. (5.55)
Beweis. Wir beweisen dies iterativ. Dazu betrachten wir die Unterrdume U von U
U(m) = Span(¢6]7 1%], ceey T[{L—l) ) (556)
die aufgespannt werden durch die ersten m Eigenzustdnde von H beschriankt auf U. Es gilt
s min Flyl < min Fll < max Flu|=EY. 5.57
YEH Y Lhy,v<m dj] WYeUm+1) o Lap, v<m [w] ey (m+1) [w] m ( )

]
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Auch hier besteht die Kunst in der geschickten Wahl des Unterraums.

Moglicherweise in den Ubungen zeigen wir (oder auch im endlich-dimensionalen Fall aus der
Analysis/LA bekannt): Das Funktional F[¢] ist stationér, d.h. dF[¢)] = 0 genau dann, wenn
Eigenvektor zu H ist (dann ist der Eigenwert gleich dem Wert von F[¢]).

5.3 WKB-Niherung

Zur semiklassischen WKB-Néherung benannt nach Gregor Wentzel, Hendrik Anthony Kramers
und Léon Brillouin siehe Ubungsaufgabe 11.1

6 Der Spin des Elektrons

6.1 Spin und Spinoren

Bisher waren unsere Wellenfunktionen rein skalar, wir werden aber sehen, dafl wir zweikompo-
nentige Wellenfunktionen brauchen. Historisch d&uflerte sich der Spin der Elektronen im Zeeman-
Effekt der Atome (“Anomaler Zeeman-Effekt”). Ein Atom mit Kernladungszahl Z und Z vielen
Elektronen wird durch den Hamiltonoperator

Z 7

=3 (5 ) S oy

=1 1<j

beschrieben. Wie schon frither gesehen fiihrt ein schwaches homogenes Magnetfeld B auf ff(f) =
%B x 2 und iiber die Substitution p; — p; — $A(Z;) auf

Z Z
H=Hy—-—B-L, L= S L= &% (6.2)
=1 =1

2me

Da die Zl paarweise vertauschen, ist L ein Drehimpulsoperator
(Lo L) =Y [Lias Ljp) = > [Ljas L) = Y iheaneLje = ihéase » | Ljc = iheapeLe,  (6.3)
b i i Li,arLip) J J J

wobei zuletzt implizit eine Summe iiber ¢ vorliegt.

Desweiteren ist H, rotationsinvariant [HO,E] = 0, woraus folgt, daf3 HO,EQ,E . B simultan
diagonalisiert werden kénnen. Wir legen wieder die z-Achse parallel zu B

[Hy — E° J|nLM) =0, [L? — R2L(L+1)][nLM) =0, [L.—hM]nLM)=0. (6.4)
Da sich die moglichen Werte von M aus den m,; der einzelnen EZ aufaddieren miissen (kommu-

tativ, additiv), mu auch M ganzzahlig sein. Die Eigenwerte von H sind also

eh

Eniv = EELL +upBM , pp = T ome

(6.5)

Wir (wiirden) schlieflen
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(1) jedes Niveau EY; spaltet in eine ungerade Zahl 2L + 1 von Zusténden auf,

(2) die GroBe der Aufspaltung ist universell durch einen Faktor up gegeben und gleich fiir alle
Atome und Niveaus.

Im Gegensatz dazu findet man im Experiment
(1) falls Z ungerade ist die Zahl der Zustéinde im Multiplett gerade,

(2) die GroBle der Aufspaltung ist durch gupBM gegeben, wobei der Landé-Faktor g deutlich
von 1 abweichen kann und von Multiplett zu Multiplett variiert.

Diese Anomalien wurden 1925 von Goudsmit und Uhlenbeck durch das Postulat erklart, dafl
das Elektron einen Eigendrehimpuls bzw. “Spin” § der Grofie ii/2 besitzt. Heute ist der Spin
keine Hypothese, sondern fest etabliert (direkter Nachweis: Stern-Gerlach).

Der Spin //2 bedeutet, da8 hier der Fall j = 1/2 realisiert ist, den wir in Kapitel 3 zunéchst
nur mathematisch bzw. darstellungstheoretisch kennengelernt hatten. Statt J — -

1 1 3 1
2 _ 2 2] — 242 = +=
s =h 2(1+2> 4h, m :|:2. (6.6)

Mit dem Eigendrehimpuls ist ein magnetisches Moment verkniipft

. o
fis = QS%CE’: —gsptpS = —gsuB%, (hier § ohne h, 5= 7/2) (6.7)

wobei der g-Faktor gy des Elektrons (im Vakuum) nicht aus der Drehimpulsalgebra o.4. folgt
Der Faktor g, stellt die genauest bekannte Naturkonstante dar

9 Elektron, theoretisch — 27002 319304 8<8)7 g Elektron, gemessen — 27002 319 304 362 56(35) . (68)

Der Hauptteil von gs, ndmlich 2, ist das Ergebnis der Dirac-Theorie der relativistischen
Beschreibung des Elektrons 1928, die “Nachkommastellen” sind das Ergebnis der Quantenelek-
trodynamik (QED).

Ahnlich wie die Elektronen haben auch andere Elementarteilchen einen Spin. Man unterschei-
det Elementarteilchen nach ihrer Statistik (spéter mehr)

Fermionen (“Pauliprinzip”): halbzahliger Spin (A-) 1/2, 3/2, ...
Bosonen (kein Pauliprinzip): ganzzahliger Spin (%) 0, 1, 2, ...

Beispiele
s=1/2

e Leptonen (Elektron, Myon, Tauon, die zugehorigen Neutrinos)

e Quarks (inklusive Nukleonen, die aus drei Quarks bestehen)
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s=1

e Eichbosonen, die die Wechselwirkung zwischen Fermionen vermitteln (elektromagnetische
WW: Photon, schwache WW: W-| Z-Bosonen, starke WW: Gluonen)

e Mesonen (zwei Quarks)

Das magnetische Moment von “echten” Elementarteilchen ist durch Landé-Faktoren in der Nahe
von 2 gegeben. Fiir zusammengesetzte Teilchen gilt jedoch (hier Nukleonen)

eh -0 ] 2,78 N = Proton
2myc » INT 9 -1,93 N = Neutron

(6.9)

[N = gNUNS, HUN = —

In Kapitel 3 hatten wir § fiir einen Spin 1/2 in folgender (Standard-) Weise durch Pauli-Matrizen
angegeben

I L, (01 (0 —i (1 0
§=50 oder 30, o= (1 0) , Oy = (i O) , 0,= (0 _1> . (6.10)
Damit der Operator s auf die Wellenfunktion wirken kann, muf sie zweikomponentig sein
S ¢+(ff)> :
x) = 2, sogenannter “Spinor” , 6.11
w@ = (5 : b (6.11)

bzw. 1 ist Funktion mit Argument (Z,0) mit ¥ € R* und o € {+1, -1}, d.h. ¢ = (¥, 0) mit
dem Zusammenhang

O(Z, £1) = (7). (6.12)
In Standarddarstellung sind die Eigenfunktion zu s,
_ (¥+(@) _( 0
¢+1/2 = ( 0 s und 77[}_1/2 = ’lﬂ,(f) s (613)

fir die s, mit Sicherheit den Wert 1/2 bzw. —1/2 annehmen.

Der zu Grunde liegende Hilbertraum ist der Raum der quadrat-integrablen und -summablen
Funktionen auf der Basis des Skalarproduktes

(Bl) = / P 3 (7, 0)0(F,0) (6.14)

Der Hilbertraum wird auch als Hort @ Hpin bezeichnet. Derartige Tensorprodukte von Hilbert-
raumen U := V ® W sind (auch) definiert iiber ihre (formalen) Basiszustinde |uy5) = [va) ®
|lwg), wobei |v,), |wg) fir alle o, § Basen fiir V' und W darstellen. Das Skalarprodukt von
Produktzusténden |u) = |v) ® |w) und |a) = |0) ® |W) wird definiert als

(afu) := (@|v)(w[w), (6.15)

unter Riickgriff auf die Skalarprodukte in den Rdumen V|, W. Fiir Linearkombinationen von
Produktzustinden wird das Skalarprodukt unter Benutzung der geforderten Additivitat auf
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das von Produktzustanden zuriickgefiihrt.
Falls Verwechslungen ausgeschlossen sind, wird |v,) ® |wg) auch einfach als |v,)|wg) geschrieben.

Allgemein ist |14 (%)|*> die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das Teilchen am Ort Z mit Spin
+1/2 zu finden. Die Wahrscheinlichkeit ohne Diskriminierung des Spins ist

p(T) = |4 (D) + [ (@) (6.16)

Es liegt nahe, den adjungierten Spinor

Yh = (v eh), (6.17)
einzufithren. Dann gilt
p=1l. (6.18)
Das Skalarprodukt (6.14) 148t sich dann auch schreiben als
Wi = [ @it @), (6.19)
Der Mittelwert von s, lautet
h . -
(5= 5 [ @ollol = 16-P] = [ 2@, (6.20)

und auch allgemeiner
o= [ Er @50, (6:21)

Wir wollen einige wichtige Regeln zum Rechnen mit Spinoperatoren fiir S = 1/2 angeben.
Zusétzlich zu den Kommutatorrelationen

[Sa, Sb] = 1h€ape Se,  bzw.  [04, 03] = 2i€gpe O, (6.22)

gelten auch die Eigenschaften

o2 = 05 =0>=1, und 0,0, = —040,, fiira#b, (6.23)

oder beide Sétze an Relationen kompakt
0a0p = Ogp * 1 + 1€4p0c O . (6.24)

Hieraus folgt fiir beliebige Vektoren @ und b

— —

(@ -3)b-3)=a-b+i(@xb)-a. (6.25)

Mit diesen Regeln kénnen wir die Rotationen im Spinraum
- C s R, Q A & 2 N
R(a) = exp(—ids/h) = exp(—idd/2) = (COS 5) 1- (1 sin 5) ne, (6.26)

97



wobel @ = an und 71 der Normalenvektor von & ist.

Achtung: Eine Rotation um 360 Grad im Ortsraum fiithrt zu einem Vorzeichenwechsel! Dies
kann in geeigneten Experimenten nachgewiesen werden!

Abschlieende Bemerkung: Fiir Vielteilchensysteme formulieren wir Wellenfunktionen fiir NV
Teilchen mit Argumenten 7, o;, wobei Z; die Ortskoordinaten des j-ten Teilchens und o; (==%1)
der Spin ist:

"Lp(fl,()'l,...,fN,O'N), (627)

und eine abstrakte Formulierung mit Ket-Zustdnden ¢ und Eigenzustianden |Z, 01, ..., Xy, 0n)
zu X, o7 und dem Zusammenhang

w(fho-l; -'-7fN7O-N) = <fla017 "'7fNaUN|w> . (628)

6.2 Spinabhingige Wechselwirkungen

Wie oben schon angedeutet ist der Spin des Elektrons mit einem magnetischen Moment ver-
bunden, was per definitionem bedeutet, dafl es in Anwesenheit eines magnetischen Feldes einen
Zusatzterm zur Wechselwirkung bzw. zum Hamiltonoperator gibt

H=Hy— -~ ILB— - ¢8B=H,— B —ji.B (6.292)
2mce 2me
€ — - -
—Hy— (L +9.5B, 6.29b
o= 5o (L +4.9) (6.20)
wobei § = ijzl§j der Gesamtspin der Elektronen und L = ZJ.Zzl Ej ihr Gesamt-

Bahndrehimpuls im Atom ist. Wire g; = 1 so wiirden sich die Terme L und S zu einem Term
J - B fiigen, wobei
J=L+S5, (6.30)

der Gesamtdrehimpuls der Elektronen ist. Die Eigenwerte von JB sind bekannt:
hB - (=j,—(j — 1),...,7 — 1,7) mit 25 + 1 Werten. Fiir ungerade Anzahl Z der Elektro-
nen nimmt j halbzahlige Werte an (warum?), so dafl 25 + 1 gerade ist. Damit versteht man den
ersten experimentellen Befund zum anomalen Zeeman-Effekt, jedoch nicht den zweiten Befund
des multiplettabhéngigen g-Faktors. Mit gs ~ 2 versteht man auch diesen zweiten Befund. Fiir
das quantitative Versténdnis brauchen wir noch Vorbereitungen.

Zunéchst iiberzeugen wir uns davon, dafl der obige Hamiltonoperator noch nicht alle L und S-

abhéngigen Wechselwirkungsterme enthélt. Denn wére dies so, wére der resultierende Zeeman-
Effekt
AE = ugB(My + gsMy), (6.31)

und mit g, ~ 2 wéren die Absténde zwischen den Niveaus Vielfache von ppB, was nicht den
Beobachtungen entspricht.
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Tatséchlich gibt es noch die sog. Spin-Bahnkopplung (hier fiir ein Elektron, klassisch, relativi-
stisch)

—

3_1—» - . 5_1—»
PR by} (Exﬁ), mit 217 — (g, - 1)=%5, (6.32)
gS & gs 2mC

die aus der relativistischen Dirac-Theorie zwanglos folgt. Dies kann auch mit unseren Mitteln
verstanden werden.

e cin Elektron mit Geschwindigkeit ¢’ in einem Feld E “sieht” im Ruhesystem ein Magnetfeld
B' = —%x E, mit dem magnetischen Moment fi; fiihrt dies auf ein Wechselwirkungsenergie

—fisB" und klassisch zu einer Prézession des Spins § = iy X B’ im Ruhesystem,

e die vom Elektron erfahrene Beschleunigung im Feld des Kerns fiihrt relativistisch zu einer
Drehung des Ruhebezugssystems im Vergleich zum Laborsystem (“Thomas-Korrektur”).
Wir hatten schon in der Elektrodynamik gesehen: zwei “Boosts” mit Geschwindigkeiten
U1, Uy entsprechen einem Boost mit v3 = relativistische Addition von v}, U5 gefolgt von
einer Drehung, was der Prézession in einem effektiven Magnetfeld entspricht.

Im Laborsystem addieren sich beide Effekte.
Warum spricht man von Spin- Bahn-Kopplung?

Im Zentralfeld gilt

., = rdv -
el =-VV =— L=Fxp=mi&xuv, (6.33a)
1Z| dr
gs— 1 U gs—11dV - |
H_, — —eF x L Yrs 33b
= chs( ‘ Xc> om2 v dr (6.33b)

wobei diese Rechnung fiir ein Elektron durchgefuhrt wurde. Im Fall mehrerer Elektronen steht
hier eine Summe {iber j indizierte Terme. Da £~ > 0 zeigt dieser Term die Tendenz L und §
antiparallel zu stellen.

Der vollsténdige relativistische Hamiltonoperator fiir ein Atom in dieser Ordnung lautet

e —1& 1y v K2
H:HO—%(LJrgsS)BJrg Zf—éLjsg—Z( I 4 AV) (6.34)
j=1

2m?2c? 8m3c2  8m2c?

Der vorletzte Term stammt von der Entwicklung der kinetischen Energie \/m2c* + ¢2p? —mc?
.= 5’; 3 Wf 52 1., der letzte Term (“Darwin”-Term) stellt eine relativistische Korrektur des Po-
tentlals dar, auf Grund der “Zitterbewegung”. Dies folgt alles zwanglos aus der Dirac-Gleichung.

Die Spin-Bahn-Wechselwirkung fiir mehr als 1 Elektron vertauscht nicht mit L und S (nicht
einmal mit L?, S?). Folglich kommutiert H (fiir B = 0) nur noch mit dem Gesamtdrehimpuls
J =L+ S. Daher kénnen in Strenge die Eigenzustdnde von Atomen nur durch Quantenzahlen
J und J, klassifiziert werden.
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6.3 Addition von Drehimpulsen

Wir haben oben ein Beispiel eines Hamiltonoperators kennengelernt der rotationsinvariant ist
(bei B = 0) bzw. einen erhaltenen? Gesamtdrehlmpuls J besitzt, aber nicht-erhaltene “Teil-
Drehimpulse” wie Bahndrehimpuls L und Spin S (J = L + S) auf Grund der | — s-Kopplung.
Wir wollen die Situation untersuchen, dafl

[H,J]=0, J=J+Jy, ([J1,Js]=0) (6.35a)
[H,J?]=0,[H,J5]=0. (6.35D)
Damit sollten H, JZ, J2, J? J, simultan diagonalisierbar sein. Wir wollen uns hier der allge-
meinen Behandlung widmen, J2, J, zu diagonalisieren im Produktraum der Zustinde zu .J;,

Ja
|j1majama) = [jima)|jamae) , M1 = —Ji, .., J1, M2 = —J2,..., ]2, (6.36)

ist Basis eines (2j; + 1)(2j, + 1)-dimensionalen Raumes. Wir wissen, da J auf diesem Produk-
traum wirkt und kennen die grundsétzlich moglichen irreduziblen Darstellungen, die durch die
Quantenzahl j gegeben sind. Die Frage, die sich stellt, ist, in welche irreduziblen Komponenten
zerfillt die Darstellung im obigen Produktraum?

Wir bestimmen zunéchst, welche Quantenzahlen 5 wie haufig vorkommen:
N(j) := Anzahl der verschiedenen Multipletts mit Quantenzahl j . (6.37)
Wir definieren ferner

n(m) :=Dimension des Eigenraums von J, zum Eigenwert m = Anzahl der verschiedenen,

orthogonalen Zustdnde im Produktraum mit Eigenwert m = m; + ms. (6.38)

Da n(m) die Zahl der Multipletts j ist, die einen Eigenzustand zu J, mit Eigenwert m umfassen,
und die Multipletts genau die sind, fiir die |m| < j

=) N(j). (6.39)
i>Iml

Hieraus folgt sofort
n(j) —n(j+1)=N(j). (6.40)

Die n(m) konnen wir leicht bestimmen, wir haben lediglich die Anzahl der Lésungen von
m = mq + ms zu bestimmen:

2%erhaltene GroBe” = zeitunabhingige Grofie = mit H kommutierende Grofie
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N { +[_< lar m wastiuod
N
Sei 0.B.d.A. ,jl 2 jQ. <
Im Graphen ist der Fall h N
j1 = 5,j2 = 4 behandelt. e 2 ;24
Der Fall mit auch halbzah- N !
ligen j’s ist analog.
( -
I Y Grrde)
/'Y fen wuun) Mc!LLé!MﬁVJ o W
e W’LV”‘LM“‘Q (}"‘Sl Jg,‘?‘ }‘MMP“"Q)
Man sieht
Im| > j1 + J2: n(m) =0, (6.41a)
JitjezimlZii—g: nlm)=j+j+1-|m|, (6.41b)
Ji=d2=Iml =0 n(m)=2p+1. (6.41c)
Dies liefert mit (6.40)
N(j) =1, fir — j=1j—Jeliji —Jo+ 1 .igi+ 2, (6.42a)
N(j) =0, sonst. (6.42b)

Das Ergebnis ist so geschrieben worden, daf§ es auch fiir den Fall j; < jo gilt. Der Produktraum
enthélt also genau jeden Drehimpuls zwischen |j; — jo| und j; + j» einmal.

Nun wollen wir die Zustédnde [j,m) als Linearkombinationen von |jim;jams) konstruieren.
Aus Kapitel 3 wissen wir, da§ wir die Zustédnde |®) finden miissen, fiir die J©|®) = 0 gilt,
sog. Hochstgewichtszustdnde. Wir konstruieren zunéchst

J =71+ jo: Hier hat der Hochstgewichtszustand m = j; + j2, es gibt aber iiberhaupt nur
einen Zustand mit diesem m, némlich |71, 71)|j2,72) = |71 + J2, 71 + J2). Anwenden von J~ lie-
fert die restlichen Zustéande |j; + jo, m).

Jj =71+ j2—1: Dieses Multiplett ist orthogonal zu demjenigen mit 7 = j; + js. Der
Hochstgewichtszustand hier hat m = j; 4+ jo — 1 und mufl orthogonal zu dem schon konstru-
ierten |71 + j2,j1 + j2 — 1) sein. Da der Raum mit m = j; + j» — 1 2-dimensional ist, ist der
Hochstgewichtszustand fixiert und wird |j; + j2 — 1, j1 + jo — 1) genannt. Dann erhélt man je-
des |j1 + j2 — 1,m) durch den Absteigeoperator J.

Dieses Verfahren wird so sukzessive weitergefiihrt.
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Einfaches Beispiel: j; = jo = 1/2, moglich sind j = 0, 1 (Singulett, Triplett). Wir benutzen als
Basis |2my,2ms) 1= [1/2,m1)|1/2,ms), also |£, +).

j=1: 11,1) = | ++) (6.43a)
\1,0>—%(sl+32)\++>—%(!—+)+|+—>) (6.43b)

L-1)=[--) (6.43c¢)

(6.43d)

Hier wurde u.a. \%(Sf + 55 ) statt (s; + s;) angewendet, um Normierung zu erhalten. Der

Singulettzustand wird als orthogonaler Zustand zu |1,0) im von | + —), | — +) aufgespannten
Raum bestimmt

1
i =0: 0,0) = —
7=0 10,0) NG

Das Ergebnis der obigen Ausreduktion lautet zusammengefaf3t

(I+=)=1=+)- (6.44)

lym) = Z |Jima, Jame) (Jima, jame|jm) (6.45a)
mi,m2

= Z Cj1j2(jm|m1>m2)|j1m1;j2m2>- (6.45b)
mi,ma

Die C’s sind genauso eindeutig wie die oben durch Orthogonalisierung bestimmten Zustéinde.
Festlegung der Phase
Chjo(Jiljr, j = j1)  reellund >0, (6.46)

dazu mufl nur gegeben sein, daf dieser Koeffizient # 0.

Die so definierten Koeffizienten heiflen Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Sie sind per Konvention
reell und verschwinden, wenn nicht m = m; + my und |j; — jo| < 7 < ji + j2. Die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten sind die Entwicklungskoeffizienten einer orthonormalen Basis durch eine
andere und erfiillen daher die Orthonormierungsbedingungen

Z Chio (ym|ma, m2>Cj1J2 (j/m/|m17 ma) = 055 Omm’ » (6.47a)
Z Cj1j2 (jm‘mla m2)0j1j2 (Jm|mll7 m’z) = 5m1m’15m2m’2 : (6'47b)
jm

Durch Anwenden von J~ = J; + J; erhilt man aus Cj, j,(jj|mime) die Cj, j,(jm|mims) mit

m < j. Im folgenden tragen alle Koeffizienten die Indizes ji, js, die konsequent weggelassen
werden, d.h. Cj,j, (jm|myi, ms) = C(jm|my, mo)
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T7lim) = (Jy +J3) Y Climlmy, m)|jima, jama) (6.48a)

mi,ma2

ViG+1D) =mm—=1)[jm—1)= > C(jm|mi,my) (6.48D)

my,ma2

(Vi (G + 1) — mi(my — 1) [ ma — 1, amna) + Vo (o + 1) — ma(ma — 1) [jima, jo ma — 1))

VilG+1) —mm —1)C(im — 1imy,my) = (6.48¢)
V(g + 1) = my(my 4+ 1) C(Gmlma + 1,ma) + /ja(jo + 1) — ma(ma + 1) C(j m|my,mo + 1) .

Wichtig fiir die Praxis: Wignersche 3j-Symbole

J1 Jo j . (_1>j1—j2+m L
(ml mo _m> T 2]+ 1 CJ1]2(]m|mlam2)7 (649)

haben erstaunliche Symmetrien, so liefert die Permutation von 2 Spalten lediglich einen Faktor
(_1)j1+j2+j‘

Sind insgesamt drei Drehimpulse mit Quantenzahlen 71, jo, j3 zu einem neuen 5 zu koppeln, so
kann dies in Form von (symbolisch) (j; + j2) + js oder j1 4+ (j2+ js) geschehen. Die resultierenden
Objekte konnen ineinander umgerechnet werden, was durch die sog. Racah-Koeffizienten bzw.
6j-Symbole geschieht.

6.4 Anwendungen

Zunéchst behandeln wir das H-Atom, d.h. (6.34) mit Z = 1. Wir wissen, dafl H, L?, s* = k?2, J?,
J, simultan diagonalisierbar sind. Die Eigenzustdnde werden mit |nljm;) bezeichnet. Bei vorge-
gebenem [ nimmt j die Werte [ — 2| bis {+ 2 an, d.h. j =2 fir | =0und j = —3,{+3 fiir [ > 1.

Wir wollen auf (6.34) Storungstheorie anwenden, wobei Hy = % — % In 1. Ordnung

2 4 22
E(l) — E(O) e—Lg»_ p ™ €
2m2c2y3 8m3c2  2m2c?

nlj nlj + <nl.]mj 53(5)

nljmj> : (6.50)

wobei wir die Anwendung der entarteten Storungstheorie vermeiden konnten, da in der Ba-
sis [nljm;) die Stérung keine Nebendiagonalelemente fiir festes n aufweist. Die Struktur der
Zusténde ist bekanntlich

inljm;) = |nl) @ |ljm;) (6.51a)
= Radialanteil ® Winkel /Spin-Anteil . (6.51Db)
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Wir wollen hier nicht alle Details vorrechnen. Von einer gewissen Bedeutung ist das Hantieren
mit Drehimpulsen. So berechnen wir den Erwartungswert des [ — s-Terms

N L P B A S N j=1+3,

Ls=—|(L —L7—5| = — 1) —1i(l+1) =5 == 2 .52

$= 3L D= = D+ D=3 =547y G2, 69
J

Damit ist (nljm;|L8nljm,) die Zahl in (6.52). Die verbleibenden Erwartungswerte von Poten-
zen von |pl, |Z] und von §3(Z) werden mit dem Radialanteil bestimmt.

Darwin-Term: dieser liefert einen Beitrag fiir [ = 0; dieser hebt sich gegen einen 0;o-Beitrag
der [—s-Kopplung weg. Damit sieht man, dal der Darwin-Term mit dem Spin zu tun haben mu#f.

o> [ n 3
Ergebnis Er(jg = FO. {1 +— (—1 - —) + ] , (6.53)
— ~— n?\j+s5 4
<0

wobel a = 1/137, ... die Feinstrukturkonstante ist.
Zu jedem n gibt es n viele j-Werte ( j = E‘[;;l}it)energieniveau ](E‘St::irullf;umrb) Hyperfeinstrukturaufspaltung
1/2,3/2,...,n — 1/2), daher ist die zufillige ’ F=2
Entartung bzgl. | fast aufgehoben. Es bleibt =2
eine Entartung der Energien zu [ = j F 51
%. Diese Entartung bleibt auch in der vol- i:
len Dirac-Theorie des H-Atoms bestehen und --%;----fo:ITT s
wird erst durch Effekte der QED (Quantenelek- 34
trodynamik) aufgehoben: Lamb-Shift (=1076 F=0
MHz, gefunden 1947). Ferner gibt es eine =
Hyperfein-Aufspaltung durch Wechselwirkung '3:1""f0:59 MHz
des magnetischen Momentes des Elektrons mit o
dem magnetischen Moment des Protons. F=1
Beachte [ = 0,1 entspricht [ = S, P. Ferner ist X fo = 1420 MHz
F die Summe aus Drehimpuls J des Elektrons 3370

und Kernspin /.

Die hier gezeigte Abbildung entstammt Wikipedia
https://de.wikipedia.org/wiki/Hyperfeinstruktur

Achtung: die in Klammern angegebne Information (J = 1/2) bzw. (J = 3/2) ist nur eine Wie-
derholung des davor auftauchenden Index, also redundant. Dies ist in der Abbildung wohl nur
wegen der besseren Lesbarkeit angegeben worden, entspricht keinen Standards in der Notation.

Als néichste Anwendung betrachten wir den anomalen Zeeman-Effekt. Der Hamilton-Operator
eines Atoms im Magnetfeld ist

H:H—L<E+2§)E, (6.54)
2mc

wobei Hy mit J = L + S vertauscht. Wir wollen den Stérterm in 1. Ordnung Storungstheorie
behandeln. Die Eigenzustdnde von Hj sind nur ndherungsweise von der Form Radialfunktion

104



x Bahn/Spin-Anteil (=|jm)).

Beachte: J, vertauscht zwar mit L, + 25, so dafl diese Operatoren simultan diagonalisiert wer-
den kénnen, aber J? vertauscht nicht mit L, + 25!

Die Erwartungswerte von (E+2§> B berechnet man mittels des Wigner-Eckart-Theorems

bzw. eines Spezialfalles dieses Theorems. Wir haben es mit L + 25 mit einem Vektoropera-
tor zu tun, d.h. mit A := L 4 25 gilt

[Ja, Ap] = iheqpeAc - (6.55)
Beweis.
[Jas Ap] = [La; Ap] + [Sa, Ab] = [La, Ly + [Sa; 2] = iheape(Le + 25e) = iheapeAe - (6.56)
[
Fiir jeden Vektoroperator gilt (Wigner-Eckart)
(ml|A|jm’) = A (jm|J|jm') (6.57)
wobei A eine Zahl ist, die von m,m’ unabhingig ist.

[Wir wollen den Beweis hier nicht im Detail fiithren, wollen aber anmerken, dafi die
Kerniiberlegung ist, daf§ in der Addition von zwei Drehimpulsen j und einem Drehimpuls 1
genau ein Drehimpuls mit Wert 0, also ein Singulett auftritt. Dies wird angewendet auf die
Abbildungen S; und Sy: V; @ Vi @ V; = C

Sii o) @a®|v) — (glaAly), (6.58a)
Sy o) @a®|v) — (gla). (6.58D)

Beide Abbildungen sind SU(2) invariant. Mit anderen Worten, sie sind Singuletts im dualen
Raum (V; ® V4 ® V;)*, der aber nur einen eindimensionalen Singulett-Raum enthélt. Also gibt
es eine Konstante A, so dafl S; = ASs.]

Fiir unser Problem folgt
(Gml|(L + 25)|jm) = g - (jm|J|jm) . (6.59)

Damit sehen wir, dafl nicht-entartete Storungstheorie ausreicht und
AE;,, = gupBm, (6.60)

Wir wollen nun g berechnen: Es gilt fiir irgendeinen/jeden Zustand |jm)

(Gm|TAljm) = G (jm’| Al jm) , (6.61)
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wobei @,y nicht von A abhéngen. Wir wenden dies zweimal an, auf A:= L+ 2S5 und dann auf

A=T

(Gm|J(L+29)|jm) =" @ (G [(L+25)|jm) = @g(im!|T]jm) = g(jm|.J*|jm). (6.62)

m/

Wir werten nun beide Seiten aus. Rechts nutzen wir J* = h2j j(7 + 1) und links

-

JL42S) =72+ JS =P+ -(J-SP+ 2+ 8 =2+ L2+ 8>~ 1%,  (6.63)
so daB aus (6.62) folgt
(J?+ 52— L7
2j(j + 1)h2

Wenn nun die Spin-Bahn-Kopplung so schwach ist, da auch L? und S? “gute Quantenzahlen”
sind, dann gilt approximativ

JU+ D) +s(s+1)—=11+1)
2j(j+1) '

Dies ist {ibrigens exakt, wenn wir ein Ein-Elektron-Problem betrachten.

g=1+ (6.65)

Die Konstante, die zwischen magnetischem Moment und Drehimpuls vermittelt heifit
gyromagnetisches Verhéltnis.

7 Identische Teilchen

7.1 Austauschsymmetrie quantenmechanischer Zustinde

Im Gegensatz zu klassischen bzw. makroskopischen Teilchen sind gleichartige quantenmecha-
nische Elementarteilchen nicht unterscheidbar. Bei Systemen identischer Teilchen sind daher
alle Observable invariant gegen Vertauschung dieser Teilchen. Observable sind beispielsweise

ZEMQE:Zﬁh§:Z@J§:Z&£ @D+Zm%@—@)%36m
derartige Observable und P eine beliebige Permutation von N gegebenen Teilchen, deren Wel-
lenfunktion ¥(1, ..., N) ist, wobei jedes Argument i hier fiir (7;, s;) stehen soll. Die Permutation
P ordnet jedem Teilchen mit Nummer ¢ die neue Nummer P(i) zu. Die “alte” Wellenfunktion
ausgewertet mit Argumenten, die der neuen Reihung entsprechen, liefert ¢»(P~*(1), ..., P71(N)).
Beachte: Das Inverse von P in den Argumenten auf der rechten Seite sorgt dafiir, dafl die Koor-

dinaten des i-ten Teilchens an der Stelle P(i) erscheinen. Im Hilbertraum wirkt P also derart,
daf

P: )= Plp)=["), mit ¢7(L...,N)=y(P(1),.., PT(N)). (7.1)
Beachte, dafl mit dieser Definition auch (QP)[y) = Q( ]w>) gilt, denn wir haben links
(QPY) = (.(QP)1(7)...) und rechts Q(PY) = (PU)(Q 1 (i).r) = (P HQ H(0))-r) =
V(... (QP)71(i)...).

106



Wir sehen, da3 P im Hilbertraum unitéar wirkt
(Y|Plo) = (Pylg) = (w|P'¢) =  Pr=pP7", (7.2a
(WP|B|yTY = (1| BJ) = P 'BP = B bzw. [B,P] =0, (7.2b

fiir eine Observable B, die symmetrisch ist bzgl. Vertauschung von Teilchen.

Da es keine Observable gibt, die es gestatten wiirde, zwischen [¢) und [1)”) zu unterscheiden,
sieht es so aus, als ob eine Austauschentartung vorlage. Gliicklicherweise entledigt uns die Natur
einer derartigen Austauschentwartung:

Postulat: Fiir physikalische Zusténde gilt [¢)) und P|¢) sind linear abhéngig.

Dies bedeutet direkt
Ply) = aply),  apeCC, (7.3)

also |¢) ist Eigenzustand zu P. Auf Grund der Struktur der Permutationsgruppe gilt
(1) P unitér = |ap| = 1.
(2) Fiir Transpositionen P,;, die nur ¢ und j vertauschen, gilt

P:=1=0a},=1= oy ==%l. (7.4)

(3) Jede Permutation ist Produkt von Transpositionen = ap = £1.

(4) Wegen der Identitét
Py = (PeiPy) " Pu(PribPy) (7.5)

haben alle Transpositionen denselben Eigenwert, d.h. alle +1 oder alle —1.

(5) Alle Permutationen P lassen sich durch Transpositionen darstellen, dies ist i.a. nicht ein-
deutig. Die Anzahl der auftretenden Transpositionen ist jedoch immer gerade oder immer
ungerade fiir ein gegebenes P, dies definiert den “Charakter” oder Grad von P: yp = 0 oder
xp = 1. Haben Transpositionen den Eigenwert +1, so haben alle P den Eigenwert +1

Haben Transpositionen den Eigenwert —1 so gilt

ap = (—1)% . (7.7)

Wir haben damit — algebraisch gesprochen — gezeigt, dafl es genau zwei eindimensionale, irre-
duzible Darstellungen der symmetrischen Gruppe Sy (=Menge aller P) gibt. Die Zusténde mit
ap =41 (ap = (—1)X?) heiflen total symmetrisch (total anti-symmetrisch). Die Mengen derar-
tiger Zusténde bilden einen Unterraum H, (#,) von H. Wir konnen die Projektoren auf diese
Unterrdume angeben

§i— L Y P, A= S (=1)x*P. (7.8)



Offenbar gilt SH = SH, = H, und AH = AH, = H,. Ferner sind S und A tatsichlich
Projektoren und erfiillen S? = S

5% = (%)2 Py pP= (%)2]\7! > P'=3, (7.9a)

P/ESN PGSN P//GSN

da folgende Summe unabhingig von P’ ist Z P'P= Z P’ (7.9b)
PESN P”ESN
und A% = A:
1)? 1)?
A? = <ﬁ) > (=1 Py (-1 P = <ﬁ> NU > (=1 P"=A,  (7.10a)
"/ PleSy PeSn ) P"cSn

da folgende Summe unabhéngig von P’ ist

> (—1xetxep'p= N (—1)rrP'P= Y (=1 P (7.10D)

PeSy PeSn P"eSn

Ferner gilt ST = S und A" = A, unter anderem weil die Summe iiber alle P gleich der Summe
iiber alle PT = P~!ist und xp = xp-1.

Natiirlich sind die Bilder unter S bzw. A total symmetrisch bzw. anti-symmetrisch

]' / ]‘ /
PS:PMZP:MZPP:S, (7.11a)
P'eSn P'eSn
1 1 1
PA=P- Y ()P =} (D)W PP = (-1} (=1) PP
P'eSn P'eSy P'eSn
= (1) A. (7.11b)

Und es gilt SP =S und AP = (—1)X? A. Hieraus folgt natiirlich auch SA = AS = 0, da fiir ei-
ne beliebige Transposition (!) P gilt SA = (SP)A = S(PA) = —SA.

Wir haben bisher gezeigt, dafl fiir identische Teilchen der physikalisch erlaubte Raum derje-
nige Unterraum mit entweder total symmetrischen oder total anti-symmetrischen Zustdnden
ist. (Man konnte auf den Gedanken kommen, die Vereinigungsmenge zuzulassen. Da aber
lineare Kombinationen erlaubt sind, die aber keine definierte Symmetrie zeigen, ist dies Unsinn.)

Diejenigen (identischen) Teilchen, die total-symmetrische Wellenfunktionen besitzen, heiflen
Bosonen; die mit total-antisymmetrischen Wellenfunktionen heiflen Fermionen.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie zeigt man das Theorem von Pauli (1940: Verkniipfung
von Spin und Statistik):

Fermionen: halbzahlige Spins
Bosonen: ganzzahlige Spins.
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Da der Hamiltonoperator immer symmetrisch ist, bleibt die Symmetrie eines Zustandes unter
der Zeitentwicklung erhalten.

Es dréngt sich die Frage auf, ob bei strikter Beachtung der Sym-

metrisierung von Wellenfunktionen nicht rdumliche weit entlegene
Teilchen auch ohne Wechselwirkung miteinander korreliert wer-
den. Dies ist jedoch nicht so. Wir betrachten zwei identische Teil-

chen: eines habe eine nicht-verschwindende Wellenfunktion ¢y,
die rdumlich auf dem Mond lokalisiert sei, und eines habe eine
nicht-verschwindende Wellenfunktion ¢ g, die rdumlich auf der Er- Y
de lokalisiert sei. Die Gesamtwellenfunktion ohne Symmetrisierung
wére ¥(x1, x2) = ¢g(x1)Pup(x2), aber mit (Anti-)Symmetrisierung

1
Vi (1, 22) = E [Pe(x1)Pr(22) £ Pp(22)Ppr(21)] - (7.12)

Was ist beobachtbar? Sei A = A; + A, eine Observable mit “lokaler” Wirkung, d.h. (A4,¢)(z;)
hangt nur von ¢ in der Ndhe von z; an, so gilt

(Vx| Alps) =

_ %/d3x1/d3x2 (0% (1) % (2) + B (22) %y (1)) Adr (1) dar(22) £ D (22)dar(a)]
(7.13a)

= %/d3$1/d3$2 (05 (1) O3 (2) App(x1)dar(x2) + Of(x2) Py (1) Adp(x2)dar(x1)]  (7.13b)

= (V|Aly) . (7.13c¢)

Fazit: Teilchen mit verschwindendem Uberlapp brauchen nicht symmetrisiert zu werden.

7.2 Basiszustiande

Liegt ein N-Teilchenzustand in der Form

) = ¢1)|2)...|on) (7.14)

vor, so nennt man die /N Teilchen unabhéngig bzw. statistisch unabhéngig. Falls die N Teilchen
identisch sind, ist |¢)) i.a. kein erlaubter Zustand, sondern nur |¢s) = S|¢) bzw. |,) = Al).
Diese Zustédnde sind i.a. nicht statistisch unabhéngig.

Fiir bosonische Zustande erhalten wir

o)1 [P1)2 o |d)n
|$2)1
b)) = Z |op,)1|Pp,)2...| 0Py ) v = Permanente : (7.15)
P

\@V)l |on) v
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wobei |¢;); den Zustand |¢;) fiir Teilchen j bezeichnet, also mit Wellenfunktion ¢;(x;). Man
kann zeigen, dafl dieser Zustand eine Norm # 0 hat, also physikalisch ist.

Fiir fermionische Zustande

o)1 |b1)2 - |d1)N

|$2)1
[da) = 3 (—1)%76p)16p,)o-.-|6py ) = Determinante | . (7.16)
— :
[on )1 [N93Y
Dieser Zustand hat Norm # 0 genau dann, wenn |¢1), ..., |¢n) linear unabhéngig sind. Die Norm

(zum Quadrat) ergibt sich als Gram-Schmidt-Determinante, genauer N! det((¢;|¢;)) wie aus
einer Rechnung folgt, die wir unten in einem wichtigen Spezialfall zeigen. Wir kénnen o.B.d.A.
annehmen, daf} alle |¢y), ..., |¢n) orthogonal sind. (Hierzu kénnen die Ausgangs-Zusténde re-
kursiv orthogonalisiert werden, die Vielteilchen-Zustéinde nach (7.16) sind gleich.)

Wir setzen nun noch 0.B.d.A. voraus, da8 |¢1), ..., |¢n) orthonormiert sind
(il @j) = 0i; . (7.17)
Dann lautet
(altha) = DD (=1 (pp, [opr) .. (dpyldpy) = Y 1= (7.18)
P P —_— —— P
6P1,P{ 5PN Py

Der normierte antisymmetrische Zustand lautet dann

1~ 1
v T U

Nichtwechselwirkende N-Teilchen-Systeme
Sei H gegeben durch

[the) = det(|¢y),), “Slater-Determinante” (7.19)

H= Z h(i), (7.20)

und h(i) wirke nur auf Teilchen ¢ bzw. in ‘H;, wobei H = H; ® ... ® Hy der Gesamt-Hilbertraum
ist. Sei ferner (|v)),en die Eigenbasis zu h, d.h. h|lv) = E,|v). Dann ist

lv1..vn) = ). |uw) (7.21)

Eigenbasis zu H in H, wenn (v, ...,vy) alle Kombinationen annimmt.

Die Zusténde dieser (und jeder analogen) Basis kénnen durch die Angabe der Anzahl n, eines

jeden Einteilchenzustandes |v) in dem N-Teilchenprodukt angegeben werden (> n, = N). Die
Zahl n, heiBt Besetzungszahl des Zustandes |v). Fiir Bosonen sind alle n, = 0, 1,2...(c0) und
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fiir Fermionen n, = 0,1 erlaubt. Fiir Fermionen folgt insbesondere das Pauliprinzip: “Identi-
sche Fermionen kénnen jeden Einteilchenzustand hochstens 1-fach besetzen.”

4+ E by

Die Gesamtenergie des Zustandes |ng,ni,ns,...) ist L
fiir nicht-wechselwirkende Teilchen T Ev

E=Y nE,, (7.22) ¥ >
: T

so dafl der Grundzustand fiir Bosonen und Fermionen I ]( CL 5 ;E:, AN

sehr verschieden ist.

1

B@FOVL FeerOlA

@rmu_o{ 2SS [LWO/

7.3 Anwendungen

Systeme mit Wechselwirkungen
Faktorisierung Falls H nicht explizit spinabhéngig ist, faktorisieren die Wellenfunktionen in
Orts- und Spin-Anteil

) = 1®)x)  bzw. ({7, 0;}) = 2{7;})x({o;}) (7.23)

in ganz H, also vor einer (Anti-) Symmetrisierung. Man kann ferner hier annehmen, daf§ |¢))
Eigenfunktion zu S2, S, ist. Dies gilt auch nach (Anti-) Symmetrisierung, da [S, P] = 0 fiir jede
Permutation P. Fiir nur N = 2 Teilchen ergibt sich die Vereinfachung: alle Eigenfunktionen zu
S2, S, sind schon symmetrisch bzw. antisymmetrisch (einfachster Fall: zwei Spin-1/2 Teilchen:
Triplett symmetrisch, “ortho” xr; Singulett antisymmetrisch, “para” yg.) Folglich bleibt bei
der Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung die Faktorisierung erhalten und

antisymmetrisch fiir symmetrisches
Para-Zustand ¥peq = P X5 Y - - _ Y - O(7,25),
~~ symmetrisch fiir antisymmetrisches
antisymmetrisch
(7.24a)
symmetrisch fiir symmetrisches
Ortho-Zustand Yormo = ® X7 - U BT | B(, ),
~~ antisymmetrisch fiir antisymmetrisches
symmetrisch
(7.24b)

der relevante Fall fiir Fermionen ist unterstrichen.

e Der frither betrachtete Grundzustand |1sls) fiir das He-Atom hatte eine symmetrische
Ortswellenfunktion, war also ein Parazustand. (Schauen wir uns einen Orthozustand an,
zu dem ein anderer Spinzustand gehort, so mufl der ortsabhéngige Anteil antisymmetrisch
sein. Die niedrigste Energie in diesem Sektor wird ndherungsweise durch E; 4 Es realisiert,
den Energien zu Hauptquantenzahlen 1 und 2.)
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e die néichstangeregten Zustinde des He-Atoms: Ortsanteil |1s2s) + |2sls) zu Para
bzw. Ortho-Zustand, haben leicht unterschiedliche Energien:

e? e?
Epora = —2,146% ,  Epupo = —2,175 (7.25)
a a

was eine effektive Spin — Spin — Wechselwirkung definiert(!). Ursache ist die Austausch-
symmetrie.

e Variationsrechnung zum Hy-Molekiil (chemische Bindung):

—
Z,, Tp seien die Positionen der Pro- Abefron Kiago oo L. K .o

tonen, x;, ¥» seien die Ortsoperato- T e 2k Vo(wﬁm%

< r

ren der Elektronen und p;, p> die ;_‘ T yﬁ’v) Cocelop o
zugehorigen Impulsoperatoren. Der — felow R @L Trton A
Hamilton-Operator lautet (et @*
H=Hy+V, (7.26a)
9 2 - 2
Hy=2r_ ¢ P __“ (7.26b)
2m |7 — T, 2m |Zy — T
2 2 2 2
V=" 4% ¢ % (7.26¢)
R B A B S N R ]

Hierbei haben wir H vollstdndig (und richtig) angegeben, die Aufteilung der Terme in
Hy und V' war zum Teil willkiirlich bzw. folgte der Vorstellung, dafl das Elektron mit
zum Proton bei ¥, “gehort” und das Elektron mit 75 zum Proton bei 7. In der Rech-
nung wollen wir aber die Symmetrie in Elektron 1 und 2 (bei fixierter Lage der Protonen)
ordentlich beriicksichtigen.

Verfahren Wir arbeiten mit 2-Elektron-Wellenfunktionen bei vorgegebenem R und einer
Variationsrechnung im 2-dimensionalen Unterraum aus Eigenzustdnden |I) und |II) zu
Hy und H) = PHyP, wobei P die Permutation von Elektron 1 mit Elektron 2 ist:

1) = ¢a(@1)B5(Z2) , (7.27a)
[11) = o (1) Pa(d2) - (7.27b)
Hier sind ¢/, die Grundzustdnde des H-Atoms am Ort %5, d.h. ¢q/5(%) = @10(Z — Zapp).

Wir setzen die Eigenzustéinde als Linearkombinationen an: |¢) = ay|I) 4+ ay;|11).

Hlp) =EW) <<  (Ho+V)[Y) = El), (7.28a)
= (I|(Ho + V)|) = EXI[¢), (7.28b)
(II2E0 + V)[¥) = EI[Y) < ({|V[¢) = (E —2E){I[¥), (7.28¢)

wobei benutzt wurde, dafi Hy|l) = 2Ey|I) mit der Grundzustands-Energie Ej eines einzel-
nen H-Atoms ist. Analog erhalten wir unter Benutzung von H = H|+V’ mit H) = PH,P
und V' = PV P

(II\V'[¢p) = (E = 2E)(I1]Y) . (7.29)
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Wir wollen die Matrixelemente von V und V' mit Kiirzeln versehen
C:={I|\VI|I)={IIV'|I]), (7.30a)
A= (I\V|II) = (II|V’|I>. (7.30b)

Dabei ist C' das “Coulomb-Integral” bzw. der Erwartungswert der Coulombwechselwirkung in
den Zustdnden [I) und |I1), und A ist das “Austausch-Integral”. Im weiteren bendtigen wir
noch das Uberlapp-Integral, da |I) und |I) i.a. nicht orthogonal sind

|S|? = (I|IT) = (II|I), mit S:= /d?’x o5 (Z) (%)  “Uberlapp-Integral”. (7.31)

Die beiden Gleichungen (7.28¢), (7.29) kénnen nun in Matrixform notiert werden

() (o) = —2m (g ) (o) (732)

C+A
1+[S]2°
wobei “+” eine symmetrische Wellenfunktion (para) und “—” eine anti-symmetrische Wellen-
funktion (ortho) bedeutet. Man findet in Abhéngigkeit von R (=Abstand der Protonen)

Die Losung lautet

E:t = 2E0 + fir oy = :tOé[], (733)

E
A

Wir kénnen den Hamiltonoperator im obigen Raum (1-1+ 3 -1 = 4-dimensional) als effektiven
spin-abhéngigen Hamiltonoperator schreiben

E-—E: g

Hepp = By + —

(7.34)
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mit dem Gesamtspin S =3+ Sy, der die Quantenzahlen S = 0,1 annimmt. Daher sind die
Eigenwerte von H,;; auch gerade Fy und E_. Wir kénnen umschreiben S? = 5% + 53 + 25,5, =
% + 25155 und erhalten

E, +3E_ -
+T + SE_ —FE.)- 55 ,
sog. Austausch‘\;vechselwirkung

Hepr = (7.35)

und J := E_ — FE ist die Austauschenergie.

Frage: Warum liefert der Para-Zustand beim Hs-Molekiil die niedrigste Energie, im angereg-
ten He-Atom ist dies jedoch der Ortho-Zustand? Der Para-Zustand beim Hy-Molekiil hat die
grofiere Elektronen-Ladungsdichte zwischen den Protonen. Im Ortho-Zustand des He-Atoms ist
die Wahrscheinlichkeit, beide Elektronen am gleichen Ort zu finden, minimiert.

8 Zeitabhingige Entwicklungen

8.1 Das Wechselwirkungsbild

Wir betrachten den Zeitentwicklungsoperator U(t,ty), der die zeitliche Entwicklung eines Zu-
standes [1(ty)) zur Zeit to nach t geméaf der Schrodingergleichung beschreibt. Das Anfangswert-
problem zu [1(t)) lautet

d
Wir wollen hier tatsdchlich einen zeitabhéngigen Hamiltonoperator zulassen. Wenn die
Zeitabhingigkeit von der Form

H(t) = Hy+ V(1) (8.2)

ist, insbesondere mit nur kleiner zeitabhéngiger Storung, bietet sich eine Entwicklung von U (¢, ¢y)
nach Potenzen von V' an. Genauer: wir bestimmen die Abweichung von U (t,t;) von dem Evo-
lutionsoperator Uy(t,to) zu Hy:

Uo(t, to) = Uo(t — to) = e_iHO(t_tO)/h s (83)
erfiillt (8.1) mit H — Hy.
Wir definieren B
Ult,to) := Up(t, to) " - Ult, o) . (8.4)
Man findet die DGL
d ~
ih—U(t, tg) = —HoUy'U + Uyt H(t) U (8.5a)
dt N7
Ho+V (t)
=U, V(U = U, 'V () UU MU (8.5b)
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- Vit to) == Up(t — to) 'V (t)Up(t — to), (als bekannt vorausgesetzt) (8.6)
gilt dann

ih%ﬁ(i,to) = V(t,to)U(t,to), Ulto,to) =1. (8.7)
Dieses Anfangswertproblem ist dquivalent zur Picard’schen Integralgleichung

Ot 1) = 1 —% / dr V(7 10) U (7. o) (8.9)

to

Die iterative Losung liefert eine Entwicklung von U nach Potenzen von V

o s\ " t 1 Tn—1 . .
U(t,to):1+z<—%) / dﬁ/ dTZ.../ U (roto) Vi te) . (8.9)
n=1 to to to

Beim n-ten Term handelt es sich um ein n-dimensionales Integral tiber [ty, t]” mit Nebenbedin-
gung t > 1 = Ty > ... = T,. Der Hyperkubus [t,t]" besteht aus n!-vielen derartigen Simplices
mit permutierter Ordnung. Wenn wir den Zeitordnungsoperator 7' so definieren, daf§ (ab hier

schreiben wir V(1) fiir V (7, 10))

T V)V (7). V(1) = V(rpw)V (7pe) -V (7pm) (8.10)

mit derjenigen Permutation P, dal 7p1) = Tp@e) = ... 2 Tp@m), dann konnen wir die Reihe
schreiben als

Ut to) = 1+§: (—%)n%/t:.../t:dﬁ...dTnT [V(ﬁ).ﬁ(fn)] . (8.11)
—_——

n=1

n mal

Wir fassen (formal) 7" als linearen Operator auf und schreiben (formal)

. t .
Ult,tg) =T [exp (—%/ dTV(T))] , zeitgeordnetes Exponential (8.12)
to

wobei die Exp-Funktion unbedingt als Reihe zu verstehen ist.

Der Operator U beschreibt die Zeitentwicklung im sogenannten Wechselwirkungsbild. Es gilt
bekanntlich

Vs(t) = Ut to)vu(to) - (8.13)
Per def. ist der Zustand im Wechselwirkungsbild
Ui (t) == Up(t,to) " s(t) = Ult, to) v (to) , (8.14)

schwach zeitabhingig. Das Wechselwirkungsbild ist auch fiir zeitunabhéngige V' niitzlich, ver-
einfacht sich dann jedoch extrem

U(t, tO) — eiHo(t—t())/ﬁ i e—i(Ho-i—V)(t—to)/ﬁ. (815)
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8.2 Kleine Storungen, Goldene Regel

Wir betrachten ein System, das sich zur Zeit t, im Zustand |¢,) von H, befindet. Nachdem
von ty bis ¢ die kleine Storung V' gewirkt hat, befindet sich das System im Zustand |¢(t)) =
U(t,to)|¢a), wobel U die zeitliche Evolution zu H(t) = Hy + V(t) beschreibt. Sei (|¢s)),—
ein vollsténdiges System aus Eigenzustéinden zu Hy, dann gilt [1(t)) = >, |ds) (d|10(t)). Wir
wollen [{¢|1(t))|* bestimmen, die Wahrscheinlichkeit in [¢)(¢)) den Zustand |¢;) zu finden bzw.
die Ubergangswahrscheinlichkeit von a — b:

Wass(t, to) = [(0s]U (1, t0) | 6a)]?, (8.16)
da
(D6l (1)) = (D] Uo(t, t0)U (¢, to)|da) = e BE—0 MG T (1, t)| da) - (8.17)

Unter der Bedingung, dafl V' (t —ty)/h klein ist, kann man (8.9) nach dem Term n = 1 abbrechen
und erhalt fiir a # b

1] [ ~ ’
Wanltoto) = 35| [ drtonlV(n)lon) (8.18)
to
Wir nehmen jetzt an, daf§ die Stérung in der Form
V(t)=F(t)-A, (8.19)
vorliegt (A: selbstadjungierter Operator). Es folgt nach (8.6) und (8.3)
(G|V(7)|¢a) = PP FIC P (7) (4] Al ) - (8.20)
und mit der Ubergangsfrequenz
Wha — (Eb — Ea)/h, (821)
schreiben wir t )
1 .
Wacslt,t0) = ] {0n]Al0) / dr F(r)eln (8.22)
to
Mit der Fourierdarstellung von F(7)
1 [~ - - -
F(r)= 2—/ dwF(w)e ™, F(—w)=F*"(w) (& F(r) reell), (8.23)
T J -
erhalten wir
1 2 OO T 1 ' i(wWpg—w)T ’
Wan(t,t0) >~ — |{(dp]| A|da)] dwF (w)— [ dre'*“be (8.24)
h? - 27 Jy,

Zeitlich kurze Storung

Wir betrachten nun eine Stérung, die in einem kleinen Zeitintervall zwischen o und ¢ von
null verschieden ist. Hier gilt insbesondere, daf§ F'(w) nur langsam mit w variiert. Unter diesen
Bedingungen kann - fti dre!@re=9) fiir hinreichend grofle ¢ —t, durch §(wy, —w) ersetzt werden,
so dafl

Wt o) ~ % (6160} ? | () ’ (8.25)
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Zeitlich periodische Stoérung V (t) = A - coswot, d.h. F(7) = coswyT
Aus (8.22) wird hier

1
Wassb(t, to) =~ 72 (o] Alda)|* - F(E = to,wba) (8.26)
mit
t 2
ft —to,wpe) = / dre™“™ cos wT (8.27a)
to
ei@ha—wo)(t=to) _ | gi(wsatwo)(t—to) _ 1 |?
= + 8.27b
2(wpa — wo) 2(wpa + wo) ( )
1 —cos(wpa — wo)(t —to) 1 — cos(wpe +wo)(t —to) N
2(wpq — wo)? 2(wpa + wo)?
) _ 179 . i PR
+ 2 coswy(t — tg) sinl(wha = wo)(t = to)/2] - sinl{whe + wo)(t = t0)/2] . (8.27¢)

2 2
Wha — Wo

Betrachten wir diese Grofle als Funktion von wy, und benutzen eine Auflésung dw bzw. mitteln

iiber Intervalle dw mit dw > ﬁ, dann ist f(t — to,wp,) fast iiberall 0 bzw. nicht-proportional

zu t — tg, auer bei +wy. Integration bzgl. wy, iiber eine Nachbarschaft von 4wy zeigt

F(t — to, wha) = ~(t — t0)[0(wha — wo) + (cwpe + wo)] (8.28)

\)

Dabei haben wir benutzt

W21 — coswl(t — to) * 1—cosx 2r 7w
d = (-1 dr———=(t—ty)—==(t —t 8.29
[ 5 t-to) [ arr T -t T =T t),  (329)

o0

fir die ersten beiden Terme in (8.27c). Der dritte Term wird null, da der Grenzwert fiir wy, —
+wy endlich ist bzw. O((t — tp)') und das Integral iiber ein enges Frequenzintervall daraus
O((t — to)°) macht.

Im Sonderfall wy = 0 erhalten wir obiges Ergebnis mal 2, da nun auch der dritte Term in (8.27¢)
beitriagt und wegen 2sin? o = 1 — cos 2a gleich der Summe der ersten beiden Terme ist.

F(t — to,wha) = 27t — o) (wpa) = 27hi(t — to)5(Ey — EL) . (8.30)

Die 6-Funktion driickt Energieerhaltung aus. Daher erhalten wir fiir zeitunabhéngige Stérungen

(wo = 0) die sogenannte Ubergangsrate w := -
2
Wa—b = %|<¢b|V|¢a)|25(Eb —FE,), Fermis Goldene Regel (8.31)

wobei wir wieder V fiir A geschrieben haben.
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