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1 Funktionentheorie

Der Korper der komplexen Zahlen (C, 4+, -) wird als bekannt vorausgesetzt.

Frage: Wie berechnet man folgende Integrale

> dz 00 gikz
_ar dz ? 1.1
/_w1+x2’ /_w1+x2 . (L.1)

Wir werden in dieser Vorlesung Mittel und Wege kennenlernen, die dies leicht ermoglichen.

1.1 Komplexe Zahlen und Funktionen

Wir betrachten komplexwertige Funktionen

f:U—-C mit der Menge C = R x R = R? = {(z,y)|r,y € R} (1.2a)
z+— f(z) und U ist offene Teilmenge von C (1.2b)

Definition 1.1. Zerlegung nach Real- und Imagindrteil

z=x+iy mitzx,y €R; z=Rez, y=Imz, (1.3a)

statt (x,y) oder (:gj) (1.3b)

so daf$ die Multiplikation - “automatisch” richtig durchgefiihrt wird, wenn i> = —1 beherzigt
wird. Analog

f(z) =g(2) +ih(z), mit reellwertigen g, h. (1.4)

Definition 1.2. Kompleze Konjugation
Z:=x—1y, (1.5)
mit obiger Notation fiir z.

Vorsicht: Wenn Objekte f(z) und f(z) nebeneinander benutzt werden, so ist mit f folgendes
gemeint B

fizm f(Z). (1.6)
In Worten: f(z) ist die komplexe Konjugation des Funktionswertes von z bzgl. f ist, wohin-
gegen f(Z) die komplexe Konjugation des Funktionswertes des konjugierten Z bzgl. f bezeichnet.

Definition 1.3. Betrag, Polarkoordinaten

Betrag |z| := Vz - Z, 2z = |z| - €'®, mit geeigneter Phase ¢ € R. (1.7)

Beispiel(e) 1.1. Kompleze Konjugation und Notation



a) Fiir f(2) := 2? + y* + i2zy gilt
f(z) = 2® +y* —i2xy, aber f(2) = 2® +y* +i2zy. (1.8)
Bemerkung: diese Funktion ist nicht holomorph in z. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

b) Fiir f(z2) := 2% — y* + 20y = 2% gilt

f(z)=22=7 f(z) =2~ (1.9)
c) Fir f(z) =iz —y =iz gilt
m = —ir—y=-iz, T(z) = —iz. (1.10)

Bemerkung: Wenn eine Funktion durch Angabe des Funktionswertes mit expliziten Aus-
driicken in Real- und Imaginérteil, d.h. x und y, gegeben ist, so kann sie durch z und z “ge-
schrieben” werden, indem

1 1
x:§(z+§), yzi(z—z), (1.11)
eingesetzt wird. Im Beispiel a) erhélt man so
Ly =y Lo R Ly 15,
f(z) :Z(Z + 227+ 7°) —Z(z — 222+ 7°) +§(z —-77) =57 — 5% +3Z (1.12)

Man sieht, da8 f(z,y) durch z und Z geschrieben im Falle a) ein Ausdruck mit beiden Argu-
menten z und Z ist, in den Féllen b) und c) taucht jeweils nur z auf.

1.2 Holomorphe Funktionen

Komplexe Differenzierbarkeit ist mehr als Differenzierbarkeit von R? — R? Funktionen.

Definition 1.4. (Kompleze Differenzierbarkeit) Eine Funktion f heifit in einem Punkt zo kom-
plex differenzierbar, wenn es ein a € C gibt mit der Figenschaft

f(z) = f(z0) +a- (2 — 2) +0(z — 2), (1.13)
wobei 0(z — zy) eine Restfunktion “von hoherer Ordnung”, d.h. kleiner als z — zy bedeutet, also

o(z — %) =3 0. (1.14)
zZ— 20

Oder auch:

(i) f(z) ist linear approximierbar in z.
(ii) Konvergenz des Differenzenquotienten

) = f=)

=z . 1.15
Z— 20 7 a ( )



Bemerkung: Die Formulierung (1.13) sieht genauso wie die der Differenzierbarkeit von R? — R?
Funktionen aus. Achtung: In (1.13) wird verlangt, daf die als lineare Abbildung R* — R?
aufgefafite Operation a- eine Dreh-Streckung (oder Dreh-Stauchung) ist, siche weiter unten.
Die Zahl a in (1.13) heit die (komplexe) Ableitung von f(z) nach z in zy. Man schreibt wie im
Reellen f'(z9) (:= a).

Definition 1.5. (Holomorphie)
Fine Funktion f : U — C, die diberall auf U (offene Teilmenge von C) komplex differenzierbar
ist, heifst holomorph.

Beispiel(e) 1.2. Kompleze (Nicht-) Differenzierbarkeit

a) f(z) =z

fe) =) 2z oy (1.16)
Z— 20 Z— 20

fiir jedes zg. Tatséchlich ist der Differenzenquotient konstant gleich 1.

b) f(z) := Z ist sicherlich reell differenzierbar, aber

f@) —f(n) _ zZ-% — (1.17)
Z— 2 Z— 20

Wir wollen zeigen, dafl der Grenzwert nicht existiert bzw. von der “Richtung” z — 2, abhéngt.
Wir kiirzen ab ¢ := 2z — 2.

(i) Falls ¢ rein reell ist, dann gilt (/¢ = (/¢ =1,
(ii) falls ¢ rein imaginér ist, dann gilt (/¢ = —(/¢ = —1,

und damit existiert kein von der gewihlten Folge von Punkten z nach zy unabhéngige Grenz-
wert.
Die Funktion z — Z ist in keinem Punkt zy komplex differenzierbar.

¢) f(z) := Rez = x ist nicht komplex differenzierbar.
Dies versteht man am besten durch die Umschreibung f(z) = 1(z + z), was die Summe einer
komplex differenzierbaren und einer nicht komplex differenzierbaren Funktion ist.

Aber alle Funktionen a)-c) sind reell differenzierbar.

Theorem 1.1. Summen, Produkte, Quotienten, Verkettungen, Umkehrungen von holomorphen
Funktionen sind holomorph.

Die bekannten Funktionen exp, log, sin, cos..., die tber Reihendarstellungen definiert sind,
kénnen auch im Komplexen definiert werden und sind im Konvergenzbereich holomorph. (Die
Logarithmusfunktion log ist zundchst innerhalb eines Kreises des Radius 1 um 1 defintert, kann
aber holomorph fortgesetzt werden. Mehr spiter.)
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Warum ist komplexe Differenzierbarkeit mehr als reelle Differenzierbarkeit? (Die Antwort ist
im Prinzip oben gegeben, aber nicht die Konsequenzen.)

Erinnerung Reelle Differenzierbarkeit einer Abbildung f = (g, h) : R? — R? liegt in 29 = (o, o)
vor, falls eine lineare Abbildung A : R? — R? (d.h. 2 x 2- Matrlx) existiert, so daf

f(z)=f(z0) + A- (2 — 2z9) + 0(z — 20) (1.18)

() = e e Go) == (Go))- o

wobei die Restfunktion (jetzt wieder mit z geschrieben) von Ordnung kleiner als z — z; ist:
| o(z—20) || / |l 2= 20 ||— 0 fiir jede Folge z gegen z, (hier ist || ... || die Euklidische Norm).

oder noch expliziter

Jede komplex differenzierbare Funktion erfiillt auch dieses Kriterium, aber nicht jede Funktion,
die “ein A besitzt” ist auch komplex differenzierbar.

Firein f=g+ih = (g) wie oben gilt

h
99 9
A= (gz g ) (1.20)

oz dy

Wenn diese lineare Abbildung eine Dreh-Streckung darstellen soll, miissen die Diagonalelemente
identisch und die Nebendiagonalen die negativen voneinander sein
0 oh 0 oh
8_§ =3 8—5 = "5 Cauchy-Riemann DGL. (1.21)
Wir kénnen diese DGL auch im Formalismus der komplexen Differenzierbarkeit mittels Diffe-
renzenquotient herleiten. Der Limes in (1.15) existiert genau dann und ist insbes. unabhéngig
von der Richtung der Folge z — 2y, wenn reelle Differenzierbarkeit vorliegt und in

— 9 fiir z — 11
fla) = i JEZTE) o] s et (122)
220 2 — 2 o ay 9 f fiir z — %, imaginér,
die beiden Ergebnisse iibereinstimmen, d.h.
0 0 dg  Oh 110 10 , dg Oh
h ——f=-= h)=—-1—4 — 1.23
oz’ Oz gzt ik = oc oz i dy 18y<g—H )= 18y+8y’ (1.23)

was auf (1.21) fiihrt.

Definition 1.6. (Wirtinger-Ableitungen) Fiir eine Funktion f : C — C, die reell differenzierbar
ist, konnen wir das reelle Differential schreiben als

dif = L ap gy (1.24)
z Yy



wobei die Multiplikation als skalare Multiplikation von Vektoren in R? mit Elementen in R
durchgefiihrt wird, aber mit der Multiplikation in C kompatibel ist (da der zweite Faktor reell
ist). Mit (1.11)

1y LOf o L (08 00y, 1 (08 0rY
df = 5%(dz+d2)+5a—y(dz—dz) =3 (833 18y> dz + 5 (Ox +10y) dz. (1.25)

Es macht daher Sinn die partiellen Ableitungen von f nach z und Z wie folgt zu definieren

0, _1cof .of 9, _1L1rof .of
0z ‘_2( ' )’ 0z ‘_2<8x+18y) (1.26)

Bemerkung: Genau dann, wenn die Cauchy-Riemann DGL (1.21) erfiillt sind, ist 8% f null
und % f ist gleich f’.

In jedem Fall, wenn f reell differenzierbar ist, gilt
0 0
) = f.dz 1.2
df 8zf dz+83f dz, (1.27)

wobei - die komplexe Multiplikation bezeichnet, woraus folgt, dal die Ableitungen von f nach
z bzw. Z so gewonnen werden kénnen, dafl Sie zunéchst f(z,y) durch z und Z ausdriicken, dann
z und Z als unabhéngige komplexe Variable ansehen und nach z bzw. Z (komplex) differenzieren.

Beispiel(e) 1.3. (Cauchy-Riemann)
(i) Sei f(z) = 2%y* + iz%y®
Cauchy — Riemann :  3z%y* = 32%y* und 223y = —2z93. (1.28)

Die erste Bedingung ist immer erfiillt, die zweite nur, wenn zy = 0 oder 22 +y? = 0, also nur auf
den Koordinatenachsen. Es gibt keine offene Untermenge von C, in der die Cauchy-Riemann
DGL erfiillt sind.

(ii) Sei f(z) = e*cosy +ie”siny
Cauchy — Riemann : €®cosy = e” cosy und e*(—siny) = —e”siny. (1.29)

Hier sind beide Bedingungen {iberall erfiillt.
Dies erkennt man auch mittels

f(z) =e"cosy +ie“siny = e”(cosy +i siny) = e"e'¥ = " "¥ = ¢7, (1.30)

wobei zugegebenermafien einige Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion sowie der
trigonometrischen Funktionen benutzt wurden, die ja erst noch (mittels Holomorphie) zu be-
weisen sind.



Theorem 1.2. Jede holomorphe Funktion f = g+ ih ist harmonisch, insbes. sind Real- und
Imagindr-Teil harmonische Funktionen, explizit fir g

0? 0?
(@ + a—y2) g = 0, (1'31)

und analog fiir h.

Beweis. Wir benutzen (beweisen allerdings erst spéter), dal holomorphe Funktionen direkt zwei-
mal differenzierbar sind und setzen die Cauchy-Riemann DGL ineinander ein

0 0 68h88 0 0

— —¢g=——h=— —h =———g. (1.32)
ox 8§ Oz Oy oy 8x8 dy Oy
za—yh =" y9

]

Bemerkung: In der Elektrodynamik bzw. -Statik, Hydrodynamik mit Zylindersymmetrie wer-
den Losungen der Laplace-Gleichung durch holomorphe Funktionen geliefert.

Theorem 1.3. (Lokal konstante Funktionen)
Sei f eine holomorphe Funktion, dann folgt aus jeder der folgenden Bedingungen, daf$ f (auf
jeder Zusammenhangskomponente des Definitionsbereichs) konstant ist

(i) f'(z) =0
(ii) f ist rein reell (alternativ: rein imagindr),
(i11) |f(2)| = konstant.

Beweis. Wir fiihren alle drei Félle, evtl. nach Konstruktion geeigneter Hilfsfunktionen, auf die
Charakterisierung durch verschwindende Ableitungen zuriick.

(i) direkt nach reeller Analysis,

(ii) f = ¢ +1i0, Cauchy-Riemann: % =0, g—z =0,

(iii) OBdA betrachten wir den Fall |f(z)] = 1. Wir nutzen den (holomorphen) komplexen
Logarithmus und dessen “Rechenregeln” (insbes. logz = log (|z| - €¢) = log|z| + i¢):
log f(z) = Relog f(z) +ilmlog f(z) = log |f(z)| +ilmlog f(z) = 0 4 iImaginérteil. Dann
ist nach (ii) die holomorphe Funktion log f(z) konstant und damit auch f(z) konstant.

O



1.3 Konturintegrale

Definition 1.7. Integrationsweg (Weg, Kontur) bezeichnet eine stiickweis stetig differenzierba-
re Funktion v : la,b] — C. Wenn 4 # 0 dberall, dann heifst der Weg glatt. Wenn Anfangs-
punkt=Endpunkt, dann heifst der Weg geschlossen.

Definition 1.8. (Weg-, Kontur-Integral)
Fiir eine stetige Funktion f: C — C (oder Teilmengen) definieren wir das Wegintegral entlang

eines Weges v durch \
[tz = [ o) s (1.33)

stetig  stetig

wobei das Integral existiert wie in Analysis I.
Man mag sich Fragen stellen wie
e Ist das Integral unabhéngig von einer Umparametrisierung des Weges? Antwort: ja.

e Hingt das Integral nur von Anfangs- und End-Punkt des Weges ab? Antwort: Dies gilt
fiir bestimmte komplexwertige Funktionen f. Wir werden sehen, dafl dies wieder auf den
Begriff der Holomorphie fiihrt.

Bevor wir die allgemeine Theorie weitertreiben, hier ein paar Beispiele.

Beispiel(e) 1.4.

3
f(z)=z"mitn € Z
Fallen > 0, n = —1, n < —1 “verhalten sich” 1
verschieden. -1 - o —+1
Wir betrachten drei Wege.
2
(i) Gerader Weg
Y1 - [—1, 1] — (C, Y =1, (134&)

t—t

Dieser Weg fiihrt durch 0, wo sich fiir n < 0 eine Singularitidt befindet. Das Integral von f(z)
entlang v existiert daher nur fiir n > 0.

1 thrl !
/f(z)dz:/ t" 1 dt =
" -1 n+1

1 (=

1.
n+1 ( 35)




el = cos + isin
(ii) Wir parametrisieren die untere Halbkreisli- 4 4

nie mit einem Winkel von —7 bis 0

Y2: [-m 0= C,  Ae(t) =i, (1.36a)
t— el

Wir integrieren

0 ) . 0 . 1 . 0 1_ (_1)n+1
/ f(Z)dZ — / (elt)n et dt = 1/ e(”H)‘tdt — e(n+1)1t _ .
Y2 -7 -7 ¢ n+1 n+1
nur flir n#—1 —r
(1.37)

Man sieht, dafl fiir n > 0 das gleiche Ergebnis wie bei (i) vorliegt. Fiir n < 0 war das Integral
entlang v; nicht definiert. Hier fiir v ist es wohldefiniert und die “obige Formel” gilt fiir alle
n # —1. Fiir n = —1 erhalten wir ein anderes, wohldefiniertes Ergebnis:

/ f(z)dz:/o (e“)‘l-ieit-dt:i/o dt =ir. (1.38)

(iii) Wir parametrisieren die obere Halbkreislinie im Uhrzeigersinn

v3: [0,7] = C,  Apt) = —iel ™Y, (1.39a)

t H e1 (W*t)

mit Anfangspunkt v3(0) = e'™ = —1 und Endpunkt y3(7) = €° = 1. Wir integrieren

T

T n , T : 1 :
Ndz = el (m—t) (=€ (m—1)\ . dt = _1/ e(n+1)1(7r—t)dt _ _e(n+1)1(7r—t)
/Y3 fz) /0 ( ) ( ) 0 -~~~ n—+1
n#—1 0
1— (_1)n+1
= — 1.40
n+1 ( a)
Das Ergebnis fiir n # —1 ist identisch zu dem unter (ii). Fiir n = —1 erhalten wir ein vollig

anderes Ergebnis als unter (ii)
0 ) 1 ) s
/ f(z)dz = / () (i) dt = —i/ dt = —im. (1.41)
Y2 - 0

Bemerkung: (a) Fiir n # —1 héngt der Wert des Integrals nicht vom Wegverlauf ab (von der
offensichtlichen Nichtdefiniertheit im Falle n < 0 und ; einmal abgesehen).
(b) Fiir n = —1 ist die Differenz der Integrale

/W F(2)dz — /V F(2)dz = +2ri, (1.42)
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wobei die linke Seite identisch ist zu f f(2)dz mit einem geschlossenen Weg v im Gegenuhrzei-

gersinn um den Einheitskreis (von —1 zu —1). Man iiberlegt sich, dafl dieser Wert derselbe ist
fiir einen beliebigen Radius der Kreislinie.

Beispiel(e) 1.5. f(z) = |z| stetig, nicht komplex differenzierbar.

Wege wie oben.

(1) / f(z)dz = _1l\t|-1~dt:2/1tdt:t2 (1):1 (1.43a)
(i) / f(2)dz _/ et gt —et| —1- (-1)=2 (1.43Db)
(i47) / f(2)dz = / 1-(—ie ™). dt = (=) Z =1-(-1)=2 (1.43c)

Bemerkung: Hier hingt der Wert des Integrals offenbar vom Wegverlauf ab, wobei v, und 3
dasselbe Ergebnis liefern. (Sobald fiir 79 das Ergebnis als reell erkannt ist, muf§ offenbar fiir 73
das Ergebnis identisch sein. Wieso?)

Potentialfunktionen
Wir untersuchen nun die Frage, ob es “Stammfunktionen” oder “Potentiale” gibt.

/f dz-/ o) 3 di (1.44a)

=g+ih =v1 +1 Vg

= / [(gv1 — hvy) +1(hvy + gvy)] dt (1.44b)

A RGEORGIE 19

Wir sehen, dal Real- und Imaginérteil des Integrals durch iibliche Wegintegrale von Kraftfeldern

( J ) und (h) : <Geschwindigkeitsvektor ¥ = (U1)> (1.45)
—h g Vg

in R? gegeben sind. Unabhingigkeit der Integrale vom konkreten Verlauf des Weges fiihrt auf
den Begriff des konservativen Kraftfeldes. Ein notwendiges und fiir einfach zusammenhéngende
Gebiete hinreichendes Kriterium ist die Rotationsfreiheit:

v x (fh> =0 und V x <S) =0, (1.46)

wobei hier in zwei Raumdimensionen nur ein Paar von disjunkten Koordinaten exisitiert. Die
Rotationsfelder besitzen nur eine Komponente, so daf§ (1.46) lautet

dg Oh
_____07 und %_@_O (147)

Dies sind gerade die Cauchy-Riemann DGL (1.21).
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Theorem 1.4. Sei [ eine komplexe Funktion auf einem einfach-zusammenhdngenden Gebiet
und reell differenzierbar. Integrale tiber f hdngen nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges
ab, nicht aber vom konkreten Verlauf des Weges, genau dann, wenn f holomorph ist.

Seien nun G und H Potentiale zu ( g ) und (Z), d.h.

—h
9 0
(5)= () = (5)-(2n). 19
dann gilt
0 0 0 0
—G=—H d —G=—-——H 1.4
8:EG oy b 8yG oxr '’ (1.49)
also erfiillt F':= G +1i H die Cauchy-Riemann DGL und ist daher holomorph. Es gilt
[ 1@ =r@| wd P = G H =gt ih= £(2) (1.50)
72zz— zw(a), un 2) = oo i H=g+ih=f(2). :

Damit haben wir zu f(z) auch eine Stammfunktion gefunden, wobei wie im Reellen definiert
ist:

Definition 1.9. Sei f : C — C stetig, dann heifst F': C — C eine Stammfunktion zu f, wenn
F holomorph ist und F' = f.

Definition 1.10. (Integrierbarkeit)
FEine stetige Funktion f : C — C heife integrierbar, wenn ihre Wegintegrale nur von den End-
punkten eines Weges, nicht aber vom konkreten Verlauf abhdngen.

Bemerkung: Wir hatten oben bewiesen, dafl stetige, reell differenzierbare Funktionen f : C —
C genau dann integrierbar sind, wenn sie holomorph sind. Wir wollen die Voraussetzung “reelle
Differenzierbarkeit” fallen lassen und die Aussage erweitern zu “Stetige Funktionen f : C —
C sind genau dann integrierbar, wenn sie holomorph sind.” Hierzu ist noch zu zeigen “eine
integrierbare stetige Funktion ist komplex differenzierbar”. Oder auch: “eine stetige Funktion
mit Stammfunktion ist komplex differenzierbar”. Dies klingt sonderbar, wird von uns aber ziigig
gezeigt. Zunéchst {iberlegen wir

Lemma 1.5. FEine integrierbare stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion.

Beweis. Wir definieren zu der integrierbaren stetigen Funktion f eine Funktion F durch
willkiirliche Auszeichnung eines Referenzpunktes zy sowie

F(z):= /f(%)d%, ~ = beliebiger Weg von zj zu z, (1.51)
o

wobei das Ergebnis nicht vom konkreten Wegverlauf abhéngt.
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Seien nun z; und zy zwei (benachbarte) Punkte
im Definitionsbereich von f, so kann die Diffe-
renz der Funktionswerte F(z3) — F(z1) als In-
tegral iiber f mit “direktem, geradem Weg” ~
von z; nach zy geschrieben werden (dies folgt
aus der Moglichkeit fiir den F(z2) zu Grunde
liegenden Weg v, den Weg =1 von zg nach z;
und dann das gerade Wegstiick v von z; nach 2o

anzuschlieflen).
Damit

F(zQ)—F(zl):/ f(z)dz—/ f(z)dz:/f(z)dz:f(zl)‘(zg—zl)—i—o(zz—zl) (152)

wobei die letzte Aussage aus der Stetigkeit von f folgt und o(z2 — z;) den schneller als linear
verschwindenden Restterm bezeichnet. Also ist F' linear approximierbar in z;, d.h. komplex
differenzierbar in z; mit Ableitung F’(z;) = f(2z1) (und z; war beliebig gewihlt). O

Wir leiten nun zwei Theoreme her, die von nicht zu unterschitzender Bedeutung sein wer-
den, auch in Hinblick konkreter Rechnungen. Eine Schlufifolgerung der Integralséitze von Cauchy
ist die Aussage, dafl eine komplex differenzierbare Funktion beliebig héufig komplex differenzier-
bar ist. Dies bedeutet dann, dafl die Stammfunktion F' zu einer integrierbaren stetigen Funktion
f nicht nur einmal, sondern (mindestens) zweimal komplex differenzierbar ist. Dies zieht nach
sich, dafl f = F’ iiberall komplex differenzierbar, d.h. holomorph ist.

Theorem 1.6. (Cauchy Integralsatz) Sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet, f :
G — C eine stetige Funktion, die mit evtl. Ausnahme eines (einzigen) Punktes holomorph ist.
Dann ist das Wegintegral entlang eines jeden geschlossenen Weges null:

/ f(=)dz = 0. (1.53)

Vor dem Beweis sei bemerkt, dafl die Aussage trivial ist fiir auf ganz G holomorphe Funktionen.
Dies ist das Ergebnis unserer obigen Uberlegungen. Aber nun gilt es, einen Ausnahmepunkt
zu beriicksichtigen, bei dem keine komplexe Differenzierbarkeit, aber nach Voraussetzung noch
Stetigkeit vorliegt.

Beweis. Falls komplexe Differenzierbarkeit an einem Punkt zy “verloren gehen” sollte, so kann
der betrachtete Weg v um einen Weg 7 ergénzt werden, so dafl v und 4 hintereinander aus-
gefithrt ein Gebiet umlaufen, das den problematischen Punkt nicht enthélt.
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Der Weg 7 kann so gewihlt werden,
dafl er eine “Schlaufe” darstellt mit
identischen Hin- und Riickwegen nach
2o mit einem infinitesimal engen Um-
lauf von zy. Das Integral entlang v und
daran angehéngt 7 liefert 0, da der In-
tegrand im umlaufenen Gebiet holo-
morph ist. Nun ziehen wir das Integral
iiber 4 ab, dieses liefert jedoch wegen
der Stetigkeit des Integranden und der
Geometrie des Weges ebenfalls null

Lf(z)dz = /yua f(z)dz — l/f(z)dz =0-0=0. (1.54)

Theorem 1.7. (Cauchy Integralformel)

Sei G C C ein einfach zusammenhdingendes Ge-
biet, f : G — C holomorph, z beliebig aus G und
v ein geschlossener Weg, der z genau einmal im
Gegenuhrzeigersinn umldauft. y
Es qilt
1 -

flz)=— Mdé (1.55)

Beweis. Wir ergénzen bzw. spalten geschickt auf

Oy [ H)=10

’YZ_Z

zZ—Z

EE A (1.56a)
—_——— v

Funktion von 2
wie in Theorem 1.6

—0+ f(z)/%di © £(2) - 2mi (1.56b)
Y

Der Integrand des ersten Integrals in (1.56a) ist als Funktion von Z iiberall holomorph, aufer
moglicherweise bei z, dort aber immerhin stetig bzw. stetig hebbar, wenn der Funktionswert
als Grenzwert Z — z gewahlt wird. Dieser Grenzwert existiert und ist f/(z).

Warum gilt (%) in (1.56b)? Wir iiberlegen

zunéchst, dal v und » (= Kreisweg um z plus

infinitesimal benachbarte Zu- und Abldufe, wie Y
in der Abbildung) das gleiche Integral liefern.

Denn die Differenz der Integrale ist das Integral

entlang v gefolgt mit s in umgekehrter Rich-

tung: s”. Das von v U »¥ umrundete Gebiet

enthélt z nicht bzw. die Umlaufzahl von ~ U 5"

um z ist 0.

PN
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Zum Integral entlang des Weges s tragt nur der Kreis mit Mittelpunkt z bei, die Beitrige von
Zu- und Ablauf heben sich gegenseitig weg. Der Kreisweg um z liefert als Integral tiber 1/(Z — 2)
bzgl. Z gerade 271 wie wir frither gesehen haben (der Radius der Kreislinie fallt heraus). O

Bemerkung:

e Dieses Theorem ist von grofiter Wichtigkeit, da es besagt, dal der Funktionswert an einem
beliebigen Punkt innerhalb des von v umrundeten Gebietes schon durch die Funktions-
werte auf dem Rand bestimmt sind.

e Aus der Integralformel folgt, dal f(z) beliebig hiaufig nach z differenzierbar ist, da dies fiir
den Integranden 1/(Z — z) gilt. Das Ergebnis ist (jede Ableitung erhoht den Exponenten
des Integranden um 1, liefert einen negativen Vorfaktor und noch einen Faktor (—1), da

im Nenner ... — z steht): i
FO(2) = l‘/—f(z) dz (1.57)
ol

©2mi ), (B — )t

e Insbesondere haben wir nun den Abschlufl des Beweises zu der Aussage “Stetige komplexe
Funktionen sind genau dann integrierbar, wenn sie komplex differenzierbar sind (und das
beliebig haufig)”.

Beispiel(e) 1.6. Cauchy Integralformel

> 1
1 /oo R CE Ed

rechnen wir auf zwei Weisen (eine reicht natiirlich fiir die Auswertung).

Der Integrand hat zwei Polstellen: +i in der oberen Halbebene, —i in der unteren Halbebene.
Bei oo fillt der Integrand wie O (1/2%) ab. Daher kénnen wir ohne das Ergebnis zu éndern den
Integrationsweg durch einen “grofien” Halbkreisbogen in der oberen oder auch in der unteren
Halbebene ergéinzen. Der Gewinn ist, daf3 der neue Integrationsweg geschlossen ist und das In-
tegral durch die Integralformel nach Cauchy bestimmt werden kann.

In kleinen Schritten: Wir approximieren das Integral von —oo nach +oo durch eines iiber das
Intervall [—R, +R] (mit einem Fehler O (1/R?). Dann hiingen wir einen Halbkreisbogen mit Ra-
dius R an (Fehler O (R -1/R*")). Das Gesamtintegral wird ausgewertet und liefert fiir R — oo
den Wert des obigen Integrals. (Bemerkung: Der Limes R — oo wird langweilig sein, da das
geschlossenen Konturintegral unabhéngig von R ist, solang die Kontur die Polstelle(n) in der
oberen bzw. unteren Halbebene umrundet.)
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Das Integral iiber den geschlossenen Weg kann nach der Integral-
formel berechnet werden

! ! O oni. f(i)= 2" _ T
\W_/

=:f(2)

wobei (!) bei der Anwendung der Integralformel der Umlauf des
Integrationsweges in mathematisch negativem Sinn beriicksichtigt
werden muf. Beachte: die Funktion f ist innerhalb des Halb-
kreisbogens bzw. in ganz C~ holomorph.

Wir kénnen den Integrationsweg auch in der oberen Halbebene schlieflen, definieren die Funkti-
on f aber anders (und so, daf sie innerhalb des Halbkreisbogens bzw. in ganz C* holomorph ist)

.

1 1 2m

: —dz =+—fO@{)  =2ri(+1 :

i /c+ (z+1) (z—1)3 2!f (@) ( )(z—|—1)3 .
. > N— — z=1
-R —i +R —:f(2)

%. (1.59)

Bemerkung: Ahnliche Rechnungen kénnen wir durchfiihren, solange der Integrand eine Asym-
ptotik O (1/z") mit n > 1 hat, so wie im Beispiel 2), aber nicht wie bei 3).

© 1 1 1 27
2 g dz =10
A EFSEh /c oG- {8
W—/ 2
=:f(z) T3

z=i

Vorsicht: Das Schliefen funktioniert nicht, da die oben besprochenen Fehler hier von der Ord-
nung O (R - 1/R') sind und daher nicht gegen 0 gehen (miissen), wenn R — oo.

Das Integral ist tatséchlich nicht wohldefiniert: f_}?l ... mit verschiedenen Ry, Ry (— 00) macht
Arger.

Es gibt iiberraschende Folgerungen:
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Theorem 1.8. (Mittelwertgleichung)
Mit obigen Bezeichnungen

1 JE) 1
f(2) /VZK (z)dz~ = 27T/0 dtf (z+ret) (1.60)

27 zZ—z

wobei v ein Kreisweg K,.(z) (mit mathematisch positivem Umlaufsinn) um z mit (beliebigem)
Radius r ist. Insbesondere gilt

Fl < max |FZ)]. (1.61)

Beweis. Man benutze
F=r(t)=z+re", di=ire'dt, zZ—z=re". (1.62)
O

Theorem 1.9. (Satz von Liouville)
FEine auf ganz C holomorphe und beschrinkte Funktion muf$ konstant sein.

Beweis. Wir berechnen die Differenz f(z)— f(0) mittels Cauchy Integralformel iiber einen Kreis-
weg um z, mit Radius R, den wir im letzten Schritt gegen oo schicken

O L ) = MG T S

wobei der Integrand beschrankt ist: der Faktor f(Z) ist nach Voraussetzung durch eine globale
Konstante beschrénkt und der zweite Faktor des Integranden als Funktion von Z ist von der
Ordnung O (1/R?). Der Integrationsweg hat einen Umfang 27 R, so daB das Integral von der
Ordnung O (R-1/R?) = O (1/R") ist, also mit R — oo gegen 0 konvergiert. Damit ist die linke
Seite gleich 0. m

Theorem 1.10. (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei p(z) ein Polynom vom Grad > 1, dann hat p(z) mindestens eine Nullstelle. (Daraus folgt,
daf$ die Zahl aller Nullstellen — bei Beriicksichtigung moglicher Vielfachheiten — gleich dem Grad
des Polynoms ist.)

Beweis. Annahme, daf§ p(z) keine Nullstelle habe. Dann ist 1/p(z) auf ganz C holomorph.
Auflerdem ist 1/p(z) beschrinkt: 1/p(z) o 1/2679¢ ;5= 0.

Nach dem Satz von Liouville miifite nun 1/p(2) konstant sein, was im Widerspruch zu Grad > 1
steht. ]

Wir hatten in unseren Ableitungen einen anschaulichen Begriff des Umlaufs eines geschlossenen
Weges um einen (inneren) Punkt benutzt. In einer ordentlichen mathematischen Abhandlung
definiert man

Definition 1.11. (Umlaufzahl)
Sei v ein geschlossener Weg. Fir einen Punkt z € C definieren wir

ny(2) = L/ dz (1.64)

Comi ), E— 2
die Umlaufzahl (Windungszahl) von v um z. Es gilt z € Z.
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Bemerkung: n, = £1 bedeutet einmaligen Umlauf im mathematisch positiven/negativen Sinn.
Beispiele:

S
Il
o
3
Il
o
S
Il
o
3
I
o

Definition 1.12. (Inneres / Auferes eines Weges)

Das Innere eines Weges v ist die Menge {z € C|n.(z) # 0}. Das Aufere des Weges vy ist die
Menge {z € C|n,(z) = 0}.

Beispiele:

A,
1w
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Definition 1.13. (Nullhomologe Wege)
Ein Weg v C U heifst nullhomolog in U, wenn fir jedes z aus dem Komplement C\ U gilt

ny(z) =0. (1.65)

Ein Gebiet U, in dem jeder Weg nullhomolog ist, heifit einfach-zusammenhéngend.
(a) ist einfach-zusammenhéngend, b) nicht).

a) b)
Rand U Rand U

1.4 Spezielle Funktionen

Definition 1.14. (Logarithmus)
Wir definieren wie in der reellen Analysis log z als Stammfunktion zu 1/z:

% ds

log z := :
LS

(1.66)

Vorsicht:
e 1/zist auf C\ {0} definiert.

e Der Definitionsbereich von log kann 0 nicht enthalten, auflerdem soll fiir beliebige Wege
71 und ¥, von 1 nach z gelten

d d d
/_3_/_%:} d_y. (1.67)
71 s 2 S ’YS

wobei der Weg v = 1 U~y ein geschlossener Weg von 1 nach 1 ist (an 7, angehéngt der
Weg ~9 in umgekehrter Richtung).

e Integrale entlang geschlossener Wege, die nicht-verschwindende Windungszahl um 0 haben,
liefern additive Vielfache von 27i. Dies ist zu verhindern.

e Damit beliebige geschlossene Wege den Punkt 0 nicht umlaufen, mufl der Definitions-
bereich des log einfach-zusammenhéngend sein, was durch Aussparen einer geeigneten
Punktemenge erzielt wird.
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Man wohl-definiert log z auf geschlitzten Ebenen, wobei eine Linie (sog. Verzweigungsschnitt,
s.u.) von 0 bis oo aus dem grundsétzlichen Definitionsbereich C herausgenommen wird. So wird
der Definitionsbereich einfach zusammenhéngend. Der Schnitt entlang der negativen reellen
Halbachse ist Standard, aber bei weitem nicht die einzige Moglichkeit log z wohl-definiert zu
machen.

Differenz der log-Werte

Differenz der log-Werte

von oben und unten

= 27l

Der Definitionsbereich des log ist C\ Linie von 0 (einschliefllich) nach oo.

Es gilt aber immer
logz = In|z| +1i- geeignete Phase, (1.68)

wobei diese Beziehung durch Wahl des Integrationsweges von 1 nach |z| und dann auf einem
Kreis des Radius |z| zum Punkt z hergeleitet wird.

Das Auftauchen der Phase ist der Grund fiir die “Mehrdeutigkeit” des Logarithmus. Es gilt aber
immer log 1 = 0 und, sofern der Schnitt die positive reelle Halbachse auslafit, auch logx = Inx
fiir reelle z > 0.

Bemerkung: e Wenn iiber den Verzweigungsschnitt fortgesetzt wird, erhélt der Wert des Lo-
garithmus ein zusétzliches +27i. Wenn dies n-mal geschieht, sagt man auch, man arbeite mit
dem n-ten Zweig des Logarithmus (n € Z). Der 0-te Zweig heifit auch der Hauptzweig.

e In numerischen Rechnungen ist haufig “der Logarithmus” mit Standard-Verzweigungsschnitt
definiert, wobei die negative reelle Halbachse zum Definitionsbereich gehoért und Stetigkeit aus
der oberen Halbebene zu Grunde gelegt wird, d.h. logz = log |z| + .
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Man kommt ohne Verzweigungs-
schnitt aus, wenn man Uberlagerungs-
mannigfaltigkeiten bzw. Riemannsche
Fléchen einfiihrt. Im vorliegenden Fall
sind dies unendlich viele geschlitzte
Ebenen, die geeignet aneinander ge-
klebt sind.

Plot rechts erstellt mit Maple:

with(plots):
plot3d([r*cos(phi) ,r*sin(phi),phi],r=0..1,phi=-3*Pi..3*Pi,grid=[100,100]);

Definition 1.15. (Ezponentialfunktion)

Ublicherweise betrachtet man in der Funktionentheorie sehr friih Reihen und findet, daf8 konver-
gente Potenzreihen > a,z™ innerhalb ihres Konvergenzradius holomorphe Funktionen definieren.
Die Exponentialfunktion ist somit als

exp(z) :== Z = (1.69)

' )
“—~ nl
auf ganz C definiert und dort holomorph.
Wir kénnen auch definieren

exp ist die Umkehrfunktion zu log.

Die einzige sich so stellende Frage ist, wo exp definiert ist? Mit dem Hauptzweig des log (mit
] — 00, 0] als Verzweigungsschnitt) hat man exp auf Rx] — 7, 7| definiert. Unter Benutzung der
anderen Zweige — was dem Zugrundelegen einer 27i-Periodizitdt von exp entspricht — gelingt
die Definition von exp auf ganz C = R x R.

Rechenregeln: wie “bekannt aus reeller Analysis”.

d 1
Ableitungen : —logz = —, (1.70a)
—_— dz z
! | (1.70b)
—expzr=—F—— =w =expz, .
dz P ﬁ log w wW=exp 2 P
w=exp z
Additionstheoreme : alles fiir exp wie bekannt, (1.70c)

Warnung : fiir log gilt nicht immer log(z;22) = log 21 + log 23,
je nach Fall log(z122) =logz1 + logzo + k- 27, (k€ Z). (1.70d)
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1.5 Anwendungen (harmonische Funktionen, Cauchy)

Wir konstruieren gesuchte harmonische Funktionen als “Teile” geeigneter holomorpher Funk-
tionen.

1.5.1 Elektrostatik

Wir betrachten Systeme mit Zylindersymmetrie, d.h. ohne explizite Abhéngigkeit von z3, z.B.

. By (21, 72)
E = E2($1,$2> gEl + 1E2 =: E, (171)
0

wobel = nur eine geeignete komplexe Notation bezeichnet, die zunidchst einmal nichts weiter
impliziert. Wir benutzen statt x1, zo wieder die Symbole x, y, wobei z die Kombination z = x+iy
ist, also

<§)§x+1y:z. (1.72)

Sei nun u(x,y) das Potential zu E, dann
E=-Vu= — <gu+1ﬁu> : (1.73)

Zur Erinnerung: In der Statik ist £ konservativ, da aus der Maxwell-Gleichung mit Zeitableitung
von B (— 0) folgt

%E:Ojﬁxﬁzo. (1.74)

o 82 2
0:47rp:V~E:—<—u+—u). (1.75)

F= (‘ﬁ”) (1.76)

ein konservatives Vektorfeld, da die Rotation in 2-Dimensionen liefert

0? 0?
O Fy — 0o F) = <@ + 8_y2> Uu (1?5) 0. (1.77)

Wir konnen daher F' als Gradient einer skalaren Funktion v schreiben, so daf

ﬁ:§v=>—£u:2 0 0

gy = = 1.
oy o oz 8yv (1.78)
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Dies sind die Cauchy-Riemann DGL fiir die Funktion f(z) = u + iv, die damit als holomorph
erkannt ist.
Wir kénnen daher im ladungsfreien Raum unter Benutzung von (1.73,1.78) schreiben

E= (—u _ igv) = —f(z), mit f(z):=wu+iv holomorph. (1.79)
x

Umgekehrt konnen wir irgendwelche Funktionen, die komplex differenzierbar sind, benutzen
um Losungen zu elektrostatischen Problemen zu finden. Beispiel: Randwertaufgaben, konkret:

Aquipotentialfliichen und Linien-/ Flichenladungen.

Beispiel(e) 1.7. oco-langer gerader Draht mit homogener Ladungsdichte q/l durchstofe Ur-
sprung von R? = C.

Die Funktion

f(z):= —2%logz (1.80)

ist auBerhalb des Ursprungs holomorph. Der
Sprung des Imaginérteils am Verzweigungs-
Linienladungsdichte schnitt “interessiert hier nicht” bzw. kann je
Pz nach Bedarf umgelegt werden.

l
2 Frage: Warum liegt mit der Singularitit bei 0

eine Punktladung in 2d bzw. eine Linienladung
in 3d vor?
Welche Rolle spielt der Imaginéarteil?

Mit den Uberlegungen auf den nichsten Seiten ist die Ladungsdichte im Ursprung:

1
% = Sprung von Imf(z) bei Umlauf um Ursprung (1.81a)
T
1 q q
_ _2_>.2 _7 1.81b
ir ( 1) T (1.81b)

Beispiel(e) 1.8. co-langer gerader Draht mit homogener Ladungsdichte q/1 vor leitender Fliche
mat hyperbelartigem Querschnitt.
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Yy Die Figur zeigt die Fliche zy = ¢? in Projektion
entlang der 3. Achse.

Die Funktion
2ct o/l

(1.82)

ist holomorph aufler bei +2¢(1 + i) sowie
+4/2¢(1 — i) und Verzweigungsschnitten. Nur
. . 2¢(1 + 1) liegt auf der “richtigen Seite” der
0 c 2 T  Flache. Der Realteil von f(z) ist konstant auf

Ty = 2.

Zu den Behauptungen:

r? — y? +1i(2zy — 8¢?)

q .
f(z)= —27 log 7 i(0ry T A Quotient hat Betrag 1 (1.83a)
o x? —y? —i6c?
:cy:02 2 — ’y2 + i6¢2
= Re f(z) =0 konstant auf zy = ¢ (1.83b)

Singularitdten von f(z) liegen bei Nullstellen des Zihlers und des Nenners der rationalen Funk-
tion im Argument des Logarithmus vor. Beachte v/i = 4(1 +1)/v/2:

22 =i8¢* = z = +2¢(1 +1), (1.84a)
2= —dc? = 2= £V2e(1 —1). (1.84D)

Es stellen sich nun Fragen wie oben: Warum liegt bei der Singularitit 2¢(1 + i) eine Punktla-
dung in 2d (bzw. eine Linienladung in 3d) vor? Welche Rolle spielt der Imaginérteil der Funktion?

Wir beantworten die Frage nach dem Imaginérteil der holomorphen Funktion.

V=Al

Dazu betrachten wir das Flachenintegral von E im 3d-
W Raum iiber ein zylindrisches Volumen V' mit Querschnitt
A und Hohe [. Das Flachenintegral von E ist gleich 4rx-

J Gesamtladung (= @) in V und hat nur Beitridge durch die
Seitenflache
ArQ =1 / E - iidr, (1.85)
Umrandung von A
ndr wobel 77 der Normalenvektor auf den Rand ist.

Wenn dr = (dm

dy) in Richtung positiven Umlaufs des Weges zeigt, dann zeigt 7 in die um 90°
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im Uhrzeigersinn gedrehte Richtung, d.h. fidr = ( dyx) so daf3

—d
E - fdr = CZ%Z) : (_dgx) = - ((%u) dy + (%u) dx (1.86a)
— Im Ka%u - ia%u> (dz + idy)} = —Im[f'(2)dz] . (1.86b)

Mit (1.85) geht es weiter

2| Fez| = —tm | 7(2)| (1.87a)
l a 4m . Umrandung von A e 4m o : Anfang ’
Q 1 Ende
T T s : 1.87b
) 471'/0 : Anfang ( )

Damit ist v(z) als “Ladungsfunktion” etabliert. Beachte: “Anfang” und “Ende” des umlaufenen
Weges sind im Gegenuhrzeigersinn zu verstehen. Bei geschlossenen Wegen um Singularitéiten
(mit Verzweigungsschnitt) ist (1.87b) i.A. ungleich 0. Die konkrete Lage des Verzweigungs-
schnitts betrifft nur v(2), “Anfang” und “Ende” sind davor und danach zu legen.

Beispiel(e) 1.9. (s.0.)

Der log z zeigt eine Differenz von +27i, wenn ein geschlossener Weg um 0 (mit positivem Um-
laufsinn) vorliegt.

Der Punkt +2¢(1 +1) ist eine einfache Nullstelle des Arguments der log-Funktion, also

Ende

f(2) s —2% -(+27m) = @ =gq wie gewiinscht. (1.88)
nfang

Bemerkung:
Wenn wir wissen wollen, welche Ladung auf der Rand-

flache zwischen zwei Punkten induziert wurde, kénnen wir
den gleichen Ausdruck verwenden. Ladungsmenge zwi-
schen z; und 29

< Q(z1,22) = —éRe [Lf(z)

21 2 27

221 . (1.89)

Achtung: Das Vorzeichen hangt davon ab, welche Seite als
umschlossene Seite aufgefafit wird.
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Beispiel(e) 1.10. Randfeld eines unendlich x halbunendlichen Plattenkondensators

Lehrbuchméfig werden grofle Plattenkondensatoren unter Ignorie-

‘Tz_ Achse ren der Randfelder wie folgt berechnet:
E=-Vo (1.90a)
o VE =4mp = E-dF =47 Q (1.90b)
_— _Achse Einzelplatte
Yy . ' Lo EA
Enurinnen #0= | EdF =+EA=Q = j:4— (1.90c)
T
Potentialdifferenz U und Kapazitat C'
d-
rechts
B L Q 1A
o0 U=- Edr=—-FEd = (===——. 1.91
Anks g U 4 d ( a)

Wir behandeln nun einen halbunendlichen Plattenkondensator mit Breite d = 27 (macht “For-
meln einfacher”, Umskalieren immer moglich). Die Platten dehnen sich unendlich entlang der
z-Achse aus, haben Koordinaten x = +7 und y € [1, 0o.

Betrachte die implizit definierte holomorphe Funktion f(z), die

iz =1f(2)+e/@ (1.92)

erfiillt. Diese Funktion hat einen Realteil mit Werten, die zwischen —m und 7 variieren. Betrachte
dazu die Asymptotik z — 0o

iz~el/® = f(2) ~ —ilog(iz) = Ref(z) € [—m,7] (1.93a)

Die Potentialwerte +m werden auf den Platten
mit x = +7m, y > +1 angenommen. Fiir x = &7
und v = £7 wird die implizite Gleichung fiir f
zZu

iz—y=iu—v+e""’ = y=v+e ", (1.94)

was fiir jedes y > 1 genau zwei Losungen fiir v
hat (Ausnahme y = 1 korrespondiert zu v = 0.)
-5 Dies folgt aus: v + e~ geht gegen +o0 fiir v —
n +00, das globale Minimum liegt bei v = 0.

-2

Der Plot zeigt in der x — y-Ebene die Aquipotential-Linien zu 9 Werten zwischen —7 und 7
(die y-Achse ist die Aquipotentiallinie zu Potential 0).

Erzeugt mit Maple

for i from -4 to 4 do pl[i]:=plot(subs(u=(1/4)*i*Pi, [u+sin(u)*exp(-v),
v-cos (u)*exp(-v),v=-10..10]),color=black) end do
display(p[-4],p[-3],p[-2],p[-1],pl0],p[1],p[2],p[3],p[4],view=[-10..10,-4..4])
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1.5.2 Dirichlet-Randwertproblem fiir eine Scheibe

Wir betrachten ein Objekt mit Zylindersymmetrie und Querschnitt Kreisscheibe, Radius R,
also ein “Rohr”. Der Innenraum sei ladungsfrei mit einem nichttrivialen (aber zylindersym-
metrischen) Potential auf der Randfliche. Wir wollen aus dem vorgegebenen Potential am
Rand das Potential u(z) innerhalb des Rohres berechnen, so daf es innen harmonisch ist,
Au = 0 fiir |2| < R, und am Rand noch stetig. Sei v(z) der dazugehorige Imaginirteil, so
daB f(z) = u(z) + iv(z) innen holomorph und am Rand stetig ist. Wir werden die Cauchy-
Integralformel anwenden und zwar auf g(z) mit folgender Definition, wobei z, beliebig aus C
mit |29 < R ist:

g(z) = % , holomorph auf der ganzen Kreisscheibe , (1.95a)
— 2%
1 9(s) 1 /2” g(s) R?
= ds = — df 1.95b
9(2) 2mi /Kreisrand s—20 " o7 o R2—35z (1.95D)

wobei zum SchluB die Parametrisierung s = Rel?, ds = iRel’df benutzt wurde,

Wir nehmen nun die letzte Gleichung, setzen die Definition von g(z) ein und spezialisieren zj

/(z) ! /27r @ fs) B2 df, (1.96a)

R2—zz% 2n — 5%9)(R? — 52)

f(2) 1/27r f(s) R?
WEE T R, o™ (1.96b)
Da
R*—sz2=5(5—2) = |R*—sz|=R|s— 2, (1.97)
erhalten wir
f(2) 1 /2’r f(s)
) _J7) 1.
R o), s (1.98a)
Lo 2 /27r f(s)
_ - _ 1.
S @)= g ) [ (1.98)
1 21 R2—|Z|2

Dieser Formel sicht man die Holomorphie in 2z nicht direkt an. Da im Integral nur reelle Faktoren
zu f(s) auftreten, konnen wir den Realteil von f(z) nehmen, ohne Beitréige vom Imaginérteil
von f(s) “hineinzumischen”

u(z) ! /Oﬂu(s)ud& (1.99)

T om ls — 2|2
wobei im Integranden das Potental u nur auf dem Rand eingeht.
Umgekehrt liefert die Formel (1.99) fiir beliebige Randwerte mit stetigem wu(s) auf dem Rand

eine in |z| < R harmonische Funktion, die auf dem Rand stetig ist. Diese Aussage folgt aus
folgenden Eigenschaften:
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e Harmonizitéit: der Integrand als Funktion von z ist harmonisch, da dies inyg und
sind,

Y
I2+y2

o Stetigkeit
sei u(s) =1 (auf dem Rand), dann ist u(z) = 1,
falls u(sg) = 0 dann liefert das Integral fiir z — sy den Wert 0.

Losung fiir allgemeine einfach-zusammenhingende Gebiete

Dies gelingt rein theoretisch mit dem Riemannschen Abbildungstheorem: Jedes einfach-
zusammenhéangende Gebiet ist biholomorph auf die Kreisscheibe D abbildbar.

Beispiel: Halbebene auf D(1)

1.5.3 Kontinuumsmechanik

Wir beschreiben Fluide durch Dichten p und Geschwindigkeitsfelder ¢. Ein beliebiges Teilchen
mit Masse m auf einer Trajektorie 7(¢) hat eine Impulsédnderung, die sich mittels Kettenregel
aus der Zeit- und Ortsabhéngigkeit des Geschwindigkeitsfeldes berechnet. Fiir beliebiges ¢(7)
gilt

5 0 - . 0 R
0(F) = 5,0 + (VO)F = 5.6+ (7- V)¢ (1.100a)
ded o 0
a — @'y

4
dt
v+ (7- V)7, (1.100Db)

wobei in der zweiten Zeile die zeitliche Geschwindigkeitsédnderung des Teilchens berechnet wurde
durch Einsetzen von ¢ = ¢ also dem Geschwindigkeitsfeld des Fluids. Der Impuls in einem

Volumenelement AV hat daher die zeitliche Ableitung (AVp) (%U + (7 - 6)17), welche gleich
der auf das Volumen AV wirkenden Kraft sein muf3. Dies fiithrt auf die Navier-Stokes-Gleichung

0 - - .o o
p <aﬁ+ (U V)U) =—Vp+puAv+ A+ p)V(V-0) + f (1.101)
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wobei wir hier nur Fille mit Lamé-Viskositats-Konstanten o und A gleich null betrachten. Die
Gleichung ist dann als Euler-Gleichung bekannt
0

p (aUvL (7- ﬁ)ﬁ) = —Vp+f (1.102)

Die Kraftdichte f (z.B. Gravitation) mag auch in den Druckterm integriert werden. Wir for-
men nun den V-Term auf der linken Seite um.

Mit “Phantasie” leitet man aus

@ x (bx &) = b(ae) — aab), (1.103)
ab . . .
7 x (V x 0) = 3V (00) — (4V)7. (1.104)
Damit folgt die folgende Form der Euler-Gleichung
p 95 #x (V x 7)) =—Vp- L2 (1.105)
ot 2 ‘

Es gilt Erhaltung der Teilchenzahl bzw. der Masse, der eine Kontinuitatsgleichung zu Grunde
liegt

%erﬁ-(pﬁ):o = Vi=0, (1.106)

wobei letzte Beziehung fiir konstantes p, d.h. ein inkompressibles Fluid gilt.

Wir nutzen nun beide Gleichungen (1.106) und (1.105). Fiir konstantes p, wie fiir (1.106) gefor-
dert, und zusétzlich Wirbelfreiheit und zeitlicher Konstanz des Geschwindigkeitsfeldes ¢

0

Vxi=0, 57=0, (1.107)
folgen weitere Vereinfachungen
ﬁ(gvup):o, Vxi=0, V-7=0. (1.108)
Die erste dieser Gleichungen ist leicht gelost und liefert die Bernoulli-Gleichung
gv2 + p = konstant. (1.109)

Die Wirbelfreiheit von ¢ hatten wir zusétzlich gefordert. Wir kénnen nicht zeigen, dafi sie not-
wendigerweise erfiillt ist. Wir werden aber sehen, daf§ diese Bedingung mit den anderen gemein-
sam erfiillt werden kann. Wirbelfreiheit bedeutet, dafl ¢ als Gradient einer “Potentialfunktion”

u geschrieben werden kann .
v=Vu. (1.110)

Man nennt ein solches Geschwindigkeitsfeld auch “Potentialstromung”. Eine derartige Potenti-
alstromung, insbesondere wenn sie quellfrei ist, erfolgt laminar, d.h. in Schichten.
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Wir betrachten inkompressible Fluide in zylindersymmetrischen Geometrien.

Aus der Divergenzfreiheit von ¢ folgt wie in unserer Behandlung der Beispiele zur Elektrostatik,
daf} es eine weitere skalare Funktion w geben muf, so dafl v und w die Cauchy-Riemann DGL
erfiillen bzw.

Q=u+iw ist holomorph. (1.111)

Das Geschwindigkeitsfeld berechnet sich aus der holomorphen Funktion ) wie

U - 2 &Cu o axu ~ 7
7=Vu= (ayu) = (—@w) = . (1.112)

Wie im Fall der Elektrostatik sind die Gradienten der beiden Funktionen u und w senkrecht
zueinander, also ist insbesondere Vu parallel zu w = konstant, eine Gleichung, die die Stromli-
nien liefert.

Anwendung: Magnus-Effekt

Wir suchen ein / das Geschwindigkeitsfeld o, das asymptotisch konstant ¢y wird bzw. gerade
Stromlinien hat und in unmittelbarer Néhe eines Zylinders mit Radius R kreisférmige Strom-
linien. Mit anderen Worten: Der Imaginérteil w soll asymptotisch eine lineare Funktion der
Ortsvariablen sein und auf der Zylinderoberfliche konstant. Eine derartige holomorphe Funkti-
on (die Funktion) ist

R? r 2
Q(z) = — —log — 1.11
(z) =g (z + p, ) + 5 108 (1.113a)
Q(z2) ~vpz, Q(Rexp(ip)) = 2vgRcos ¢ + '¢p/2m  (rein reell!) (1.113Db)
Q(z) = 1- s + L1 (1.113c)
- 22 27 2 '
R? ri
7= (z) = 1— ) - = 1.11
U= (z) = ( 2 ) iz’ (1.113d)

wobei [ eine beliebige reelle Konstante ist.

Was ist die Kraft, die auf einen umstromten Zylinder wirkt?
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Wir integrieren den Druck in geeigneter Weise iiber einen
} Zylindermantel der Héhe [ und erhalten die Kraft F. Be-
achte, daf§ auf ein Randelement dr die Kraft p(—m)dr
J wirkt, wobei 77 der Normalenvektor nach auflen ist. Wenn

dr = (ZZ;) in Richtung positiven Umlaufs des Weges

zeigt, dann zeigt 7 in die um 90° im Uhrzeigersinn ge-

dr dmmRmm%thw«ﬁ%.
ndr Mit Hilfe der Bernoulli-Gleichung (1.109) erhalten wir
~ _ P 2 —dy pi 2
F l:/ p(—n d?":/ —=v“ 4 konst. ( ) =——= vidz . 1.114
/ Rand ( ) Rand < 2 ) dx 2 Rand ( )
——

=i(da+idy)

Wir wollen nun v? in geeigneter Weise durch 2 ausdriicken. Man iiberlege sich zunichst, da8

2§Y(z) auf |z| = R rein imaginér ist, sodann folgt aus zQ(z) = —2Q/(z)

2 2
S a0 (1.115)

2 (2)|* = — (28 (2))° i’?P:HNZZ—EF 7

wobei der letzte Ausdruck besonders geeignet ist, da er eine holomorphe Funktion mit isolierter
Singularitét ist. Das Konturintegral ergibt sich aus dem Residuum

. . 2
- pi 1 AN pi 1 / R? r
F/ll=——|—-——= Q dz = —— - — — | d 1.11
/ 2 ( R2> /Rand [Z (Z)] : 2 R2 Rand o\ z * 2mi : ( 68‘)

r 1
=S 21}0(—R2)%/R ) ;dz = —ipyol. (1.116b)

Die Kraft wirkt insbesondere senkrecht zur Anstromrichtung.

Die Grofe I' ist die Vortizitat des Geschwindigkeitsfeldes v. Beachte, dafl v zwar lokal wirbelfrei
ist, der Definitionsbereich von ¢ aber nicht einfach zusammenhéngend ist.

I'= /Q'dz = /(vz — ivy)(dx +idy) = /(Uzdl‘ + v, dy) + i/(vxdy —v,dr) = /ﬁd?,

-~
=0

(1.117a)

wobei das zweite Integral aus verschiedenen Griinden null sein mufl (1. der Imaginérteil von I'
muf} verschwinden, 2. das Feld (_Uy) hat das Potential w = ImI'(2) welches aufierhalb z = 0
wohldefiniert ist).

x
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Abbildung der Stromlinien fiir einen Zylinder mit R = 1,
v9 = 1 und I' = —2. Die “Stromlinien” innerhalb des

%?s Kreises mit Radius 1 sind “unphysikalisch”, sie sind le-
/jﬁik diglich Losungen zu Im(§2(z)) = konstant.

/4/2,4@2“ Nach unserer Rechnung wirkt die Kraft in Richtung —il’,

also im gezeigten Beispiel nach oben. Dies entspricht
der {iiblichen Auftriebregel bei laminarer Strémung. Die
Moglichkeit, iiberhaupt ein von null verschiedenes I' zu
haben, kann durch Rotieren des Zylinders realisiert wer-
den.

Erzeugt mit Maple

Omega:=proc (z) options operator, arrow; z+1/z-((1/2)*I)*G*log(z)/Pi end proc
S:={}; for i from -6 to 8 do pl[i]:=implicitplot(subs(G=-2,Im(Omega(x+I*y)))
=(1/2)*1i,x=-10..10,y=-10..10,gridrefine=3, color=black); S:=‘union‘(S,{p[il})
end do

display(S, view=[-5..5,-4..4])

1.6 Potenzreihen

Wie in der reellen Analysis betrachten wir
P(z) := Zan (z—20)", (hier a,, z, 2 € C), (1.118)
n=0
und zeigen, daf es einen wohldefinierten Konvergenzradius (KR) R zur Folge (a,)nen gibt, so
daf$
e die Reihe fiir alle |z — 29| < R konvergiert,

e die Reihe fiir kein |z — zy| > R konvergiert,

e die Reihe innerhalb des KR eine holomorphe Funktion definiert, wobei fiir Ableitung und
Stammfunktion Ausdriicke gelten, die durch gliedweises Ableiten bzw. Integrieren gewon-
nen werden, d.h.

n—1 an n+1
E nan (2 — 2 s und E zZ — Z s 1.119
n=0 ( 0) n=0 n 1 ( 0) ( )

sind Reihen mit gleichem KR R und sind die Ableitung bzw. Stammfunktion zur Aus-
gangsreihe.

Umgekehrt gilt das

Theorem 1.11. “Cauchy-Taylor”
Sei f : G — C holomorph, zy € G und eine ganze Kreisscheibe mit Radius R um zy gehdre zu

32



G, dann gibt es eine Potenzreihe zu f mit KR > R

f(z):ian(z—zo)”, mit a, = L&'/
n=0

n! dzn

N I C)
= i/d ( (1.120)

20 2 S — Zo)nJrl ’

wobei das Integral mit einer einfach geschlossenen Kontur um zo (im mathematisch positiven
Sinn) zu nehmen ist.

Beweis. Sei z ein Punkt innerhalb des Kreises um zy mit Radius R.

Nach Cauchy gilt

2m s —z

f(z)= L/K ‘ ds&, (1.121)

wobei der Nenner-Term in z — z; entwickelt werden kann,

1 1 1 1
= = — (1.122a)
s—z s—ztz—z s—z2l+7
G 5 B o VTt A o N k) s
S—ZO;(S—ZQ ;(s—zo)"ﬂ’ (1. )

da (z — 20)/(s — 2o) betraglich kleiner als 1 ist.

Da die Konvergenz absolut und gleichméflig ist, konnen Integration und Reihe vertauscht
werden

fz) = %/K | de(S)Z% (1.123a)

n=0
1 f(s)
= — —zo)" ds————— 1.123b
2mi n:O(Z ZO) /Kreis S(S - ZO)n+1 ( ’ )
27'(".1,
— 20 rm)
(157) n! (=)
> fn)
:Zf n('zo) (2 — 20)". (1.123¢)
n=0 ’

Bemerkung:

e Anhand der obigen Herleitung sieht man auch, dafi die Konvergenz von (1.123c) auch
gleichméBig ist in Kreisscheiben um zy mit Radius kleiner als R.

e Offensichtlich ist die Reihendarstellung eindeutig.

33



e Wir werden bald sehen, dafl auf zusammenh#ngenden Gebieten zwei holomorphe Funktio-
nen iiberall iibereinstimmen miissen, wenn sie schon in einem Teilgebiet iibereinstimmen.
Daher gilt
Ist f(z) um 2o holomorph und ist z, eine Polstelle minimalen Abstands zu zy (bzw. z, ist
irgendein Punkt minimalen Abstands von zy, an dem komplexe Differenzierbarkeit nicht
mehr vorliegt), dann gilt

Konvergenzradius = |z, — 2| . (1.124)

(Hier wurde vorausgesetzt, daf f(z) auf einem maximalen Gebiet definiert ist, iiber das es
hinaus nicht fortgesetzt werden kann. Mehr dazu spéter.) Grund fiir (1.124): Nach Cauchy-
Taylor kann der KR nicht kleiner als |z, — zo| sein. Wenn nun KR grofler als |z, — zo| wiire,
wiirde durch die Potenzreihe eine Funktion definiert, die auch bei z, holomorph wére. Dies
wiire ein Widerspruch zur Ubereinstimmung mit f(2).

Beispiel(e) 1.11. (i) Reihendarstellung fiir arctan als Umkehrfunktion zu tan.

tan
r arctan
2
——— >
_T s
_T
2

Die Funktion tan ist fiir reelle Argumente m-periodisch, aber im Komplexen konvergiert tan(z)
fir Im(z) — o0
lim tan(z) = +i. (1.125)

Im(z)—4o0

Wir leiten nun die Potenzreihendarstellung von arctan um 0 her.

sin’  cos? + sin? , 9
- =— = tan’ = 1 4+ tan (1126&)
cos cos

[e.9]

Z ) (1.126b)

= arctan’(z)

3

1
= arctan(z Z ¥t (1.126¢)
o 2

Der KR des arctan ist offenbar gleich 1. Dies erscheint merkwiirdig in Anbetracht des Graphen
von arctan mit reellen Argumenten (s.o.). Aber im Komplexen besitzt die Funktion Singula-
ritdten (aber keine Polstellen) bei 41 wegen der Asymptotik von tan (1.125).
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Beispiel(e) 1.12. (ii) Asymptotik der Bernoulli-Zahlen

Wir betrachten die erzeugende Funktion der Bernoulli-Zahlen

~. B, n z
Zﬁz = (1.127)

n=0

wobei die rechte Seite auf ganz C holomorph ist, aufler bei ganzzahligen Vielfachen von 27i
wo Polstellen erster Ordnung vorliegen. Eine Ausnahme davon ist z = 0, wo eine hebbare
Polstelle vorliegt. Daher ist die rechte Seite von (1.127) eine um 2, = 0 holomorphe Funktion,
die entwickelt werden kann. Der KR muf} gleich dem Abstand von zy = 0 zu den néchstgelegenen
Polstellen sein, diese sind +27i, also KR= 27. Damit erhalten wir das asymptotische Verhalten

B, 1
Bn , 1.128
n! (2m)" ( )
1.7 Laurent-Reihen
Definition 1.16. Potenzreihen der Form
L(z) := Z an (2 —20)", (1.129)

heiffen Laurent-Rethen. Die Teilreihe mit negativen Exponenten n heifst Hauptreihe, die mit

positiven n heifst Nebenreihe. Die Laurentreihe ist konvergent genau dann, wenn dies fir Haupt-
und Neben-Rethe gilt.

Wo tauchen Laurentreihen auf?

f mag in einem “Ring” um einen Punkt z, definiert und dort holomorph sein bzw. der Defini-
tionsbereich von f habe ein Loch.

Wir setzen nun voraus, dafl f holomorph ist auf einem Be-
reich G mit “Loch”, aber ein Ring mit innerem/&ufierem
Radius /R um einen Punkt zy ganz in diesen Bereich
, fallt. Wir benutzen geschlossene Integrationswege v4 mit
! ' Radien R/r, die im positiven /negativen Sinn durchlaufen

werden. Ferner ist v = v, Uy_ eine geschlossene Kontur,

die den Ring genau einmal im positiven Sinn umléuft.
s (Dazu evtl. zwei entgegengesetzt durchlaufene infinitesi-
3 mal benachbarte Verbindungsstiicke zwischen ~, und ~_
einfithren.) Nach Cauchy:

;;;;
S,

f(z) = %/ dsjﬁgl (1.130a)
1 ) fi(s) 1 f(s)
= WdSS_ZjLQ—m/vdsS_Z. (1.130b)
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Das erste Integral mit Weg v, wertet sich wie oben in (1.123b) aus

1 (s) 1 & f(s)
R (G _ ds— I\ 1.131
2mi [H- §—Z 2m 2_% © ZO /Kreis S(S - Zo)n+1 ( )

Fiir das zweite Integral mit Weg vy_ benutzen wir auch eine Aufspaltung und Entwicklung des
Nenners, wobei wir aber benutzen, dafl (s — zp)/(z — z9) betraglich kleiner als 1 ist

1 1 1 1
= = — (1.132a)
S—2z S—Zygt+z— =2 zo—zl—i-zog
I &K(s—z\" = (s —2)"
= = — —_ 1.132b
Damit wertet sich das zweite Integral aus zu
1 f(s) 1 o
— ds = — ds(s — zp)" 1.133
2mi J, s—z 2w — (z — 20) "+ /Kreis s(s = 2)"f(s), ( )

wobei hier der Kreis um zy im positiven Sinn zu umlaufen ist (damit heben sich zwei Minus-
Zeichen weg). Wenn wir in (1.133) den Summationsindex n durch —(n + 1) ersetzen, erhalten
wir den Ausdruck in (1.131), aber mit Indexmenge n = —oo,...,—1. Damit erhalten wir fiir
(1.130b) die Laurentreihe
- 1
L(z) = Z an (2 — 20)", n = 5 /Kreis ds(L . (1.134)

S — Zo)n+1

n=—oo

Bemerkung: Der Koeffizient a_; heifit das Residuum (res,,f) von f in z,. Offenbar gilt
-1 = QLT('I fKreis um zg de(Z)

1.8 Isolierte Singularititen, holomorphe Fortsetzungen

Wir stellen nun Fragen zu Funktionen, die holomorph bei zy mit bzw. ohne diesen Punkt sind.
lim letzteren Fall nennt man z, eine “isolierte Singularitét”. Kann der Funktionswert f(zp) be-
liebig héufig in der Ndhe von zy angenommen werden? (usw.)

A) Sei f bei zy holomorph mit Taylorreihe und KR > 0

= an(z— )", (1.135)

n=0

e f(2) ist genau dann konstant, wenn alle a,, = 0 fiir n > 1.
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e Ist f(z) nicht konstant, dann gibt es einen kleinsten Index ng > 1, so da8 a,, # 0

= f(2) = f(20) + Y an(z — 2)" (1.136a)
= fl20) + (2= 20)" Y anlz — 20)" ™, (1.136b)
= g(2)

wobei die Reihe zu g(z) den gleichen Konvergenzradius wie die von f(z) hat. Innerhalb
dieses Radius ist g(z) holomorph, insbesondere stetig und # 0 bei z = 2y, da a,, # 0.
Man nennt ng die Ordnung der f(z)-Stelle. (Im Falle f(z9) = 0 ist ny die Ordnung der
Nullstelle.)

e Insbesondere gilt: Ist f(z) nicht konstant, so gibt es eine Umgebung um zp, in der der
Wert f(zo) nur bei z = zy angenommen wird.

B) Sei f um zy holomorph, aber bei zy nicht definiert. Dann kann vorliegen
(i) f bei 2y beschrinkt,
(i) f(zn) — oo fiir alle Folgen z, — z,

(iii) Weder (i) noch (i) z.B. f(z) = e!/* mit 2y = 0.

zu (1): Man kann f(z) als Laurentreihe schreiben, wobei der Hauptteil 0 ist! Fiir negative Indizes

gilt ndmlich
1
ap = — dsf(s)(s —z0) ™", (1.137)

2mi Kreis

wobei der Integrand aus dem Faktor f(s) (holomorph, aufler bei 2y, aber beschrinkt) und der
Potenz von s — zg mit Exponenten —n — 1 > 0 besteht, also kann der Integrationsweg auf einen
beliebig engen Kreis um 2, zusammengezogen werden mit Grenzwert des Integrals 0.

f(2) kann also durch die Taylorreihe bei zy, holomorph fortgesetzt werden. Man kénnte sagen
“f(z) ist eigentlich auch bei zy holomorph.”

Bemerkung: Alternativ kann man auch argumentieren, dafl g(z) := (z — 2¢) - f(2) mit stetiger
Fortsetzung ¢(zo) := 0 die Voraussetzungen des Cauchy-Integralsatzes erfiillt. Damit hat ¢ ei-
ne holomorphe Stammfunktion, ist selbst holomorph und hat eine Taylorreihe mit konstantem
Glied gleich null.

zu (ii): Unter der genannten Bedingung muf es eine Umgebung um zy geben, in der |f(z)| > 1
gilt. (Denn sonst gibe es eine Folge von z,, lim z, = 2o, mit |f(2,)| < 1 im Widerspruch zur
Voraussetzung.) Dann ist

h(z) = (1.138)




in der Umgebung von z; (ohne z) wohldefiniert und durch 1 beschrénkt. Damit ist h(z) vom
Typ (i) und somit holomorph mit hebbarer isolierter Singularitit bei zy und Ergebnis h(z) = 0.
Die Taylorreihe lautet

o0

h(z) = Z an (z—20)", mit ag = 0. (1.139)

n=0
Sei ng die Ordnung der Nullstelle bei 2y, dann

h(z) = (2 — 20)" - h(2), (1.140)

wobei l~1(z) holomorph und # 0 in ganzer Umgebung von 2z ist. Daher gilt

f(z) = R (1.141)

also ist zy Polstelle ng-terOrdnung.

zu (iii): Die Laurentreihe (existiert immer):

o0

)= an(z—2)", (1.142)

n=—oo

muf} oco-viele a,, # 0 mit n < —1 haben, denn sonst wére z, Polstelle oder sogar hebbar.

Insbesondere muf} eine derartige Laurentreihe bei z; unbeschréinkt sein, aber gegen z, konver-
gente Folgen zulassen, fiir die f(z,) nicht gegen co konvergiert.

Definition 1.17. (Meromorphe Funktionen) Funktionen, die nur isolierte Singularititen vom
Typ Polstelle haben, heiffen meromorph.
Fiir eine Funktion f(z) mit Polstelle n. Ordnung bei zo berechnet sich das Residuum bei zy durch

res,, f = lim ﬁ (%) : [(z — 20)" f(2)] (1.143)

Z—20

Theorem 1.12. (Residuensatz)

Sei f holomorph bis auf isolierte Singularititen, v ein nullhomologer Weg, der im Definitions-
bereich von f verliuft und die Singularititen meidet. Die Menge S der isolierten Singularitdten,
die von v umlaufen werden, ist endlich (warum?). Es gilt

1 dzf(z) = Z ny(z,)res,, f . (1.144)

271
Y 2, ES

Beweis. Beweis nach Cauchy.
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Wir illustrieren den Fall, bei dem der Weg ~ die
umlaufenen isolierten Singularitdten genau ein-
mal im positiven Sinn umrundet. Wir definie-
ren einen Weg 4 durch Deformation von v: Wir
umrunden jede Singularitit z, durch eine “Aus-
stiilpung” im Uhrzeigersinn. Der Weg 4 hat im
Inneren keine Singularitit, fi dzf(z) = 0. Die
Differenz aus f7 dzf(z) und f:/ dzf(z) ist aber
die Summe der Integrale iiber f(z) entlang der
“kleinen” Kreise um die Singularitéten, dies lie-
fert aber genau die Summe der Residuen.

Holomorphe Fortsetzung

1) Eine (reelle) Funktion g : I — R (oder C) mit I C R heit holomorph fortsetzbar, wenn eine
holomorphe Funktion f : U — C mit offener Menge U C C als Definitionsbereich existiert, so
daB f auf I beschrénkt gleich g ist: f|I = g.

[~ &

2) Auch fiir f : U — C mit U C C kann eine holomorphe Fortsetzung existieren. Die Tay-
lorreihe um einen Punkt zg hat einen KR, der mindestens dem Abstand d zum Rand von U
entspricht. Der KR kann aber groBer sein. Dann kann der Definitionsbereich von f auf U > U
vergroBert werden. Man erhélt f auf U mit f U = f.

Dies fiihrt auf das Konzept der mazimalen holomorphen Fortsetzung. Idee:

Fragen:
e Wie weit fortsetzbar? (Entlang eines gegebenen “Weges” immer eindeutig.)

e Was passiert, wenn man zuriickkehrt? Antwort ist nicht-trivial im Falle des Logarithmus
und anderer Beispiele.

39



Im praktischen Leben arbeitet man durchaus anders, also ohne Taylorreihen: siehe I'-Funktion.

Bemerkung: Die Eindeutigkeit wird iiber ein Standardargument der Topologie gefiihrt. Wir
betrachten holomorphe Funktionen U — C, wobei U ein Gebiet ist, d.h. eine offene zusam-
menhédngende Menge. Wir wollen zeigen, dafl zwei derartige Funktionen schon auf ganz U
gleich sind, wenn sie in einer “kleinen” Umgebung eines Punktes gleich sind. Wir fiithren dies
auf die Aussage zuriick: Eine holomorphe Funktion f : U — C ist schon auf ganz U null,
wenn sie in einer “kleinen” Umgebung eines Punktes gleich null ist. Definiere dazu komple-
mentére “Figenschaften” der Punkte zy € U: (i) es gibt eine Umgebung von z, auf der f
identisch null ist, (ii) es gibt eine Umgebung von z; auf der f hochstens an einem Punkt
null ist. (Offenbar schliefien sich (i) und (ii) gegenseitig aus; mit Taylor: einen anderen Fall
als (i) bzw. (ii) gibt es nicht.). U zerfillt in zwei disjunkte Teilmengen U;, Us in denen (i)
bzw. (ii) erfiillt sind. Man zeige: U;, U, sind offene Mengen. Da U zusammenhéngend ist,
folgt nun, dafl entweder U = U; oder U = U, ist. Aber U; kann nicht leer sein, damit gilt U = Uj.

Die Gamma-Funktion: I'(z)

Sie haben z.B. in den Ubungen schon kennengelernt

e 7 O ez/n

I['(z) = fii C\{0,—-1,—-2,... 1.145
@= Il fweec\ o2, (1145)
wobei v die Euler-Mascheroni-Konstante ist v = lim,,, (ZZLI % —In m).

Wir wollen hier jedoch zunéchst die vielleicht besser bekannte Integralformel
[(z) = / dte 't*~!  fiir Rez > 0, (1.146)
0

zur Definition benutzen und spéter die Identitdt zu (1.145) beweisen. Beachte, daf§ (1.145) auf
einem viel grofleren Bereich definiert ist als (1.146). Wir werden daher u.a. eine holomorphe
Fortsetzung zu (1.146) konstruieren miissen.

Beachte, dafi das Integral in (1.146) existiert, wenn die Singularitit von ¢*~! bei ¢ = 0 integrier-
bar ist. Dies ist der Fall fiir Re(z — 1) > —1. Sodann ist das Integral nicht nur in Rez > 0 nicht
nur definiert, sondern auch holomorph.

Es gilt
I'(z+1)=2I(z), T1)=1. (1.147)
Beweis.
r(1) = / dtet=—et| =0 (-1)=1, (1.1484)
0 0
[(z+1)= / dte 't = —e 7| +/ dte 'zt = 2I'(2) (1.148b)
0 . 0, 0
=0
O
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Bemerkung: I'(n + 1) = n!

Fortsetzung auf ganz C:
e nutze die Vorschrift I'(z) = @ als Definition,

e dort, wo I'(z) schon definiert ist, liegt kein Konflikt vor, da dort die “Vorschrift” eine
Identitat ist.

“Was passiert:”

Fortsetzung aus dem Streifen der Breite 1 um
z = 1 zu Streifen der Breite 1 um z = 0 liefert
eine einfache Polstelle bei z = 0 mit Residuum 1.

Weitere Fortsetzungen erzeugen aus der Pol-
stelle bei z = 0 weitere Polstellen bei z =
—1,—2,..., aber keine “neuen”. Alle Polstellen

sind 1. Ordnung mit Residuum -3 -2 -1
=™

m!

res_,,['(z) = , m=0,1,2,... (1.149)

@)

(Es gibt kein Problem mit Mehrdeutigkeit wie
beim Logarithmus.)

Funktionalgleichung:

T()I(1-2)= ——. (1.150)

sin(mz)
Hieraus folgt im iibrigen, dafl I'(z) nirgendwo eine Nullstelle hat.

Beweis. Definiere g(z) := I'(2)['(1 — 2), eine Funktion mit Polstellen 1. Ordnung genau bei Z,
sonst holomorph. Periodizitét

gz+1)=T(2+1) I'(-2) =—g(2) (1.151)
—— Y~
2I'(z) T(1-z2)/(—=2)

Das Residuum bei z = 0 ist +1, alle anderen Residuen sind £1. Auflerdem gilt

lim I'(2) =0 = lim g¢(2)=0. (1.152)
z—+ioco z—+ioco

Betrachte nun h(z) := sn(rsy- Diese Funktion besitzt bei k € C isolierte Singularitaten,
wobei sich aber die Re51duen der fvelden Summanden genau zu 0 wegheben. Es handelt sich
im Falle h(z) um hebbare Singularitéten. Da h(z) holomorph, (anti-) periodisch ist mit Asym-
ptotik (1.152), ist h(z) auf ganz C beschriankt. Nach dem Satz von Liouville, Theorem 1.9, ist
h(z) konstant. Diese Konstante mufl aber 0 sein, da sie die Asymptotik (1.152) erfiillen mu8
(alternativ: sie muf} anti-periodisch sein = Konstante = 0). O
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Wir wollen nun den Beweis von (1.145) andeuten.

e Zunéichst einmal {iberzeuge man sich, dafl das unendliche Produkt fiir jedes erlaubte z
konvergiert. Dazu den Logarithmus nehmen und die Konvergenz der Reihe beweisen. Dazu
ist hilfreich zu beachten, dafl

ez/n
log < ) = 1(z/n)* + O((z/n)*), (1.153)

1+2z/n
was summierbar ist.

e Man zeige fiir die Funktion in (1.145) dieselbe Rekursionsgleichung mit gleichem Funkti-
onswert bei z = 1 gilt wie in (1.147).

e Betrachte die Funktion

FProdukt(Z)
h == 1.154
(Z) FIntegral(Z) ’ ( )

die auf ganz C definiert und dort holomorph ist (die Polstellen heben sich weg). Ferner
ist h(z) periodisch mit Periode 1. Wenn wir beweisen konnen, daf h(z) fir z — +ico
konvergiert oder zumindest beschrénkt ist, so wissen wir nach Liouville, dafl h(z) konstant
ist. Und wegen h(1) =1 mufl dann h(z) =1 fiir alle z gelten.

Es ist jedoch schwierig die Beschrinkung von h(z) zu zeigen, da Zahler wie Nenner gegen
null gehen fiir z — +ioco. Es ist leichter die Beschrénkung von (log h(z))’ zu zeigen. Da auch
(log h(2))" holomorph ist, folgt die Konstanz von (logh(z))’. Dann ist logh(z) = az+b
mit Konstanten a, b, die beide reell sein miissen. Sodann mufy aber wegen der Periodizitét
von h(z) das reelle a gleich 0 sein. Zum SchluB iiberlegt man mit z = 1 setzen, dafl b = 0.

Spezielle Werte und Anwendungen der I'(z)-Funktion

1) Esgilt T'(3) = /7
Beweis. Setze in (1.150) z = 1/2. O
2) Wir bestimmen die Oberfliche S, _; der (n — 1)-dimensionalen Einheitssphére in R™:

/2

2@.

Beweis. Wir berechnen das n-dimensional Gauflintegral auf zwei Weisen. Zunéchst benutzen
wir die Radialsymmetrie

o Spy [ S
/ d"re™™ :/ dr 18, e = 1/ dtt/?tet = Z2p (E> : (1.156)
. 0 2/ 2~ \2

wobei wir bei der zweiten Umformung die Variablensubstitution r? = ¢, 2rdr = dt benutzt haben.

Sp_1 = (1.155)
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Nun nutzen wir die Faktorisierung des n-dimensionalen Gauflintegrals

/ d're™™ = ( / dre‘r2> . (1.157)
n R

Wir kennen den Wert des 1-dimensionalen Integrals: /7. Wir wollen dies mit den obigen Aus-
driicken (1.156) und (1.157) schnell erneut herleiten. Betrachte den Fall n = 2, dann erhalten

WIr 9
2 2
(/ dre™ ) = éF(1) ==, (1.158)
. 2 2

Dies mit (1.156) und (1.157) im allgemeinen Fall liefert (1.155). O

1
Bemerkung: Fiir n = 1,2,3 erhalten wir: Sy = 272/I'(3) = 2, S; = 2n/T'(1) = 2r (klar),

3
Sy =272 JT(2) = 4.

3) Identitit

T(z) = 2Zﬁ1F (g) T (z ;“ 1) . (1.159)

Beweis. Wie oben schon genutzt ist die I'-Funktion durch I'(z+1) = 2I'(2),T'(1) = 1, Holomor-
phie fiir Rez > 0 und verschwindende Asymptotik fiir z — 4ioo charakterisiert. Dies gilt auch
fiir die rechte Seite der obigen Gleichung

r.S.(z+1)= \2/;1’ (z—;—l)r<g+1> =z -1.5.(2), (1.160a)
S0
rS.(1) = %r (%) r1)=1. (1.160b)

2 Fourier-Transformation

2.1 Fourier-Reihen

Sei f: R — R(C) eine 2m-periodische Funktion. Wir interessieren uns fiir “Darstellungen” von
f der Art

fl) =" fre", (2.1)

kEZ

wobei die rechte Seite offenbar 27-periodisch ist. Es stellen sich Fragen:
e Sind die Funktionen (ei’“"’ﬁ)kEZ ein vollstdndiges Funktionensystem? (Antwort: ja.)

e Welcher Art ist die Konvergenz (gleichméflig, punktweise, im quadratischen Mittel)?
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e Sind die Fourierkoeffizienten eindeutig? (Antwort: ja.)
Wenn bekannt ist, daf (2.1) gilt, dann miissen die fr von der Form (2.2) sein:

_ 1 2 )
fe = —/ e *f (x)dx. (2.2)
2m Jo
Bemerkung: Das Arbeiten mit Fourier-Darstellungen wird Fourier-Analyse genannt. Eine Dar-
stellung einer Funktion f(x) mittels Fouriertransformation wie (2.1) heifit auch

e Wellenzahldarstellung bzw. Impulsdarstellung (in QM: p = hk), wenn x eine Ortsvariable
ist. Es sind “konjugiert” zueinander x (Ort) und k (Wellenzahl bzw. -vektor in hoheren
Dimensionen).

e Frequenzdarstellung, wenn x eine Zeitvariable ist. Dann benutzt man eher ¢ fiir x und w
fiir k. Konjugiert: ¢ (Zeit) und w (Frequenz).

e Insbesondere im Falle von Frequenzdarstellungen heifit die niedrigste auftretende Frequenz
ungleich 0 die Grundfrequenz, die Beitrage zu hoheren Frequenzen sind Oberschwingungen
etc.

Propideutik (Konstruktion am 04.05.2020 iiberspringen, Riickkehr nach Besprechung von
Reihenentwicklungen im Kapitel 1):

Sei f eine 2w-periodisch Funktion, die holomorph in einer Nachbarschaft von R ist. Dann liegt
gleichméflige Konvergenz vor.

Mit den Eigenschaften von f ist

o) = f (o) 23)

eine in einem Ring, der den Einheitskreis
enthélt, wohldefinierte und dort holomorphe
Funktion. Fiir diese gibt es eine (gleichméBig
konvergente) Laurent-Reihe

g(z) = Z apz® (2.4)

keZ

Die Entwicklungskoeffizienten sind

1 k-1 .
= — d fiir alle k € Z 2.5
@ 2mi Kreis : g(Z) :ei¢zid¢ o © ( a)
2m 27
S e g (e') do = i/ e ML () de. (2.5b)
z=ei® 2T 0 2 0
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Einsetzen liefert

f(l’) =g (eix) _ Zakeik‘x

Also gilt (2.1) mit Fourierkoeffizienten f, = az, d.h. (2.2).

Beispiel(e) 2.1. Fouriertransformation einer — nur — stetigen Funktion (Theorie spdter).

fl@) =a"

; 27w — periodisch fortgesetzt .

Berechmmg der Fourierkoeffizienten

/ f(z) e d:c mit allgemeinem «, spéter a = —ik setzen,
a,_/
32
da?
1 02 /7r o 1 0% 1 (7 — &) 1 9% sinhma
= — T = ———— — e,
2w 0 J_, 27 00 «v Toa?  «
10 (mcoshma  sinhma
1o o a?
_ 1 7 sinh o _ 2mcoshma n 2sinh7ra _ 1 0 9n (_.1)1: p
77 a a? as a=—ik#£0 T (—ik)?

2
= E(_l)k’ fiir k # 0.

Das Ergebnis fiir k = 0 erhalten wir, indem wir die Funktion sinh um 0 entwickeln

sinhra  ma+ g(7a)® + ... - (ra)?
Ta o B 3!

+ ..

Die zweite Ableitung nach « liefert /3, also

2
~ T
fo=%.
Es folgt
- 2

2 _ 7T_ 3 _ 1ka: — 7T_ Iy 1ka: —ikx
o [—m,m] N 3 z#:k’ 3 1 k’ Te )

w2 (—1)*
= §+4;7C08kx.

“Anwendung”: Fiir x = 7 erhalten wir

2 > k 2 00 0
2_7T (_1) _7T 1 1 _71'
el e 2 L ey
k=1 :(71)k k=1 k=1
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2.2 Anwendung Fourierreihe in der Physik

Ganz allgemein beobachten wir
e Naturgesetze sind DGL,
e Translationsinvarianz in Raum und Zeit,

e fundamentale Gesetze sind (héufig) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten, z.B.
Maxwell-Gleichungen “im Vakuum”,

o cffektive Gesetze mogen abweichen, z.B. Maxwell-Gleichungen “in Materie”, das Pendel
(nicht-linear).

Wir untersuchen hier den geddmpften harmonischen Oszillator

(m% + 7’% + C') - f(t) =g(t), (2.13)

wobei die Bedeutungen sind: m Masse, r Reibungskoeffizient, C' Federkonstante, f(t)
zeitabhéngige Auslenkung und g¢(t) ist die externe Kraft.

Wir fithren zur weiteren Verwendung, u.a. zur Abkiirzung des Differentialoperators, das Polynom

Px)=maz*+rz+C=m <x2 + o+ g) : (2.14)
m- - om

ein. Damit lautet die DGL

P (%) () = (1) (2.15)

Wir stellen uns folgende Aufgabe:

Fiir eine gegebene duflere Kraft g(¢) mit 27-Periodizitit ist eine (spezielle) Losung zu finden.
Von der Losung, die wir suchen, verlangen wir, daf sie auch 27-periodisch ist. (Die allgemeine
Losung ergibt sich durch Uberlagerung mit der allgemeinen Losung der homogenen DGL und
ist i.a. nicht 2m-periodisch.)

Wir l6sen diese Aufgabe mittels Fourier-Darstellung der vorgegeben Kraft (wir nutzen statt
Summationsindex w das einfacher zu schreibende n):

g(t) = gne™. (2.16)

neL

Gesucht ist

fla) =" fae. (2.17)

neL

P (%) Y fam =) Grem (2.18)

nez neL

Bedingung
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Nun ziehen wir den Differentialoperator in die Summe direkt vor die Exponentialfunktionen und
erhalten fiir die linke Seite

P (%) Y faet =" fuP (%) e =Y " f,P (in) e (2.19)

nez nez nez
Die DGL (2.18) lautet nun
> P (in) e =Y et (2.20)
nez nez
und wird genau dann gelost, wenn fiir alle n € Z gilt

~ . ~ ra dn

foP (in) = gn, & fo = Pn) (2.21)
Dies ist die Losung des Problems in Frequenzdarstellung. Wir wollen aber nun diese Losung
maximal #sthetisch bzw. moglichst explizit unter Verwendung der Funktionen f(¢) und g(t)
schreiben, also in der Zeitdarstellung. Dazu setzen wir das Ergebnis (2.21) in die Fourierreihe
fiir f(¢) ein und ersetzen im zweiten Schritt g, durch das Fourierintegral iiber g(f) mit einer
unabhingigen Zeitvariablen ¢

f(t) = Z; P%ﬂ) e =) (% /_ 7; g(f)e—i"fdf) 5 (11”) el (2.22a)

ne”L

7r ein(t—1) L
-/ (QL 5 m) (i), 2.220)

N

=:k(t—1)
wobei wir zuletzt Summe und Integral vertauscht haben. Die Summe (Reihe) in der letzten
Zeile definiert eine Funktion, die wir k£ nennen wollen (k wie “Kern” oder “Integralkern”), mit
Argument vom Typ Zeit. Diese Funktion ist unabhéngig von der Kraftfunktion g und wird von
uns explizit berechnet. Die Kenntnis von £ erlaubt die Berechnung der speziellen Losung der
DGL ohne Riickgriff auf die Fouriertransformation nehmen zu miissen:

f(t) = /Tr k(t —1)g(t)dt, auch f=k=xg, (2.23)

—T

wobei das verbleibende Integral vom Faltungstyp ist, was mit einem * bezeichnet wird.

Wir wollen diese Funktion berechnen, geben aber vorab Plots des Ergebnisses von k() mit
t € [0,2nx] fiir die Parameterséitze m = C' = 1 und r = 0.01, 1,2, 10. Die Funktion k beschreibt
die Auslenkung des Oszillators nach einem KraftstoB (mehr siche unten).

/
#

47



Erzeugt mit Maple

Nst:=solve (m*x?+r*x+C=0,x): x[1]:=Nst[1]; x[2]:=Nst[2]:

m:=1: r:=10.0: C:=1:

k:=proc(t) options operator, arrow;

-(1/2) *(exp(x[2] *(t-Pi))/sinh (Pi*x[2] ) -exp(x[1]*(t-Pi))/sinh(Pi*x[1]))/

(m* (x[2]-x[1])) end proc
with(plots): plot(Re(k(t)), t=0..2%Pi):

Rechnung:
Wir benutzen den Residuensatz, den wir in der Allgemeinheit noch nicht kennengelernt haben,

da wir die Behandlung der Fouriertransformation nach Wunsch aus der EP4a vorgezogen haben.
Wir konnen ihn fiir unsere Anwendungen aus der Cauchy-Integralformel (1.7) herleiten.

Theorem 2.1. Residuensatz (hier fir Funktion mit Polstelle 1. Ordnung)
Sei f eine Funktion, die innerhalb des (im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen) Weges ~ tberall
holomorph ist, bis auf einen Punkt zy, bei dem eine Polstelle 1. Ordnung vorliege. Es gilt

/f(z)dz =27 -res,, f, (2.24)

wobei das sog. Residuum von f in z (fiir den Fall einer Polstelle 1. Ordnung) durch den Grenz-
wert
res,, [ := lim [(z — 20) f(2)] , (2.25)

Z—20
erklédrt ist (mehr spéter). Falls mehrere Polstellen vorliegen, steht auf der rechten Seite eine

Summe.
Beweis. Definiere die Funktion f durch

f(z) = (2= 20) - f(2), (2.26)

wobei in 2 der Grenzwert benutzt wird; f ist im gesamten Bereich holomorph (warum?). Wende
nun auf f die Cauchy-Integralformel an. O

Bemerkung: Eine Funktion f(z) = p(2)/q(z) mit holomorphen p(z), ¢(z) mit einfacher (!)
Nullstelle zy; des Nenners hat hier ein Residuum, das sich durch Entwicklung des Nenners bei z

ergibt

_ p(2) _ p(20)
(z—20)f(2) = (2 — zo)o P P P pra =z 7o) (2.27)
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Wir schreiben die auszuwertende Reihe als Konturintegral einer geeigneten Funktion mit einem
geeigneten Weg (Achtung: ein (—1)" wird eingefiigt, wird unten wieder “beseitigt”)

int int

R S B L
Z<_1) P(in) 27Ti/csin7mP(in)d ’ (2.28)

ne’l

wobei C ein geschlossener Weg ist, der die reelle Achse eng umléuft. Innerhalb des umlaufenen
Gebietes hat der Integrand (unendlich viele) Polstellen 1. Ordnung genau bei den Nullstellen der
sin mn-Funktion, die gerade bei den ganzzahligen Werten der Variablen n liegen. Die Funktion
P(in) hat in der Nihe der reellen Achse keine Nullstellen, da P(z) keine Nullstellen in der Néhe
der imagindren Achse hat.

Zum Residuum bei ganzzahligen Werten der Variablen n: Der Integrand ist vom Typ p(n)/q(n)
mit g(n) = sin7n. Diese Funktion ist 0 bei ganzzahligen Werten n und hat Ableitung

¢ (n)=mcosmn = (—1)"r. (2.29)

Dies beweist die obige Identitét.

—i.’L‘l —iilj'g -1T2

Genaueres zu den Nullstellen von P(x)

2 C
P(x) =m(z — 21)(x — x2), mit 1, = —ﬁ + (ﬁ) - =, (2.30)

wobei in der Abbildung der Fall » > 0, aber klein gegen C' > 0 behandelt wurde.

Wir fiigen “wieder” groBe Halbkreisbogen hinzu und schlieBen den oberhalb (unterhalb) der
reellen Achse verlaufenden Weg in der oberen (unteren) Halbebene. Die beiden Halbkreisbogen
tragen selbst 0 zum Integral bei: Der Integrand verschwindet exponentiell gegen 0, wenn der
Imaginirteil gegen +oo geht und |¢| < 7 ist (fiir |¢| = 7 ist der Abfall immer noch wie O(1/n?)).
Wir haben es nun mit zwei geschlossenen Konturintegralen zu tun. Das Integral iiber C_ ist 0,
da der Integrand im Inneren holomorph ist: die Polstellen befinden sich auf der reellen Achse
und bei —iz; sowie —izs in der oberen Halbebene. Dort liefert das Integral (Minuszeichen wegen
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Umlauf im Uhrzeigersinn = negativer mathematischer Sinn):

int int

e 1 T e
Z(_1)nP(in) " omi /C+ sin7n P (in) dn (2.31a)

2 t 2 t

1 T e’ T e”
T | _ . 2.31b
o m)zsmw(—ixj) iP'(z;) Zsinhm“j Py
1

- =1

x1t T2t
:_< ¢ g ¢ ) (2.31c)

sinhmzy m(zy —x9)  sinhmas m(xe — 24)

T eccgt exlt

N _m(xg — 1) {Sinh 7rs  sinh 7T.I'1:|

(2.31d)

Achtung: Oben stammte t aus [—m, 7], wir legen nun als Definitionsbereich der Funktion k(t)
zu Grunde ¢ € [0, 27] und setzen in obige Formel ¢t — 7 € [—7, 7] ein (legitim) und erhalten

1 ein(t—n) 1 emg(t—w) eml(t—w)
k(t) = — —1)" = — — fir t € |0, 27] .
(®) 27 g; ) P (in) 2m(xy — x1) Linhw:rg sinhwxl} ’ fir ¢ € [0, 2]
(2.32)
Bemerkung: Es gilt fiir x # 0, 27
d
P (E) k(t) = P(x1) - (...) + P(z2) - (...)=04+0=0, (2.33)

da x; und x9 nun einmal die Nullstellen von P(z) sind. Ferner ist k(t) bei t = 0 und 27 stetig
und hat einen Sprung in der ersten Ableitung

/ / ot / . 1 g™’ — g7 T2 e — e
K (2n+) =K' (2n—) =k(0") -k (271—) = 2m(zs — 1) {x sinh7zs 1 Ginh T,
(2.34a)
1 1
B CE LRk 2]

Damit ist k(t) eine Greensche Funktion der DGL, d.h.

d
P — | k(t) = da(t), 2.35
() k0 =) (2.35)
wobel o, () eine Summe aus d-Funktionszacken im Abstand von 27 ist.

Bemerkung: Die allgemeine Losung des geddmpften harmonischen Oszillators mit periodischer
auBerer Kraft (f ist die oben konstruierte spezielle Losung) ist:

ft)+ Oy et + Cy - ™ (2.36)

Theorem 2.2. Sei f : R — R(C) stetig und 2m-periodisch (plus Zusatzeigenschaften, hier:
stiickweise stetig differenzierbar). Es gilt

21
keZ -7

S et = 1) wobei o= 5= [ e i (w)ay. (2.37)
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Bewers. Die Reihe ist Grenzwert einer Folge:

> fre = Jim Z fre™ (2.38)

keZ
\_v_./

=:sp(x)

wobel wir s, () als Faltungsintegral schreiben kénnen

n

Z27r/ dy_/ﬂ : > e dy (2.39a)

k=—n k—n

J/

7Dn(:v—y)

= [ Dulr—y)f(y)dy, (2.39b)

—Tr

wobei die innere Summe eine endliche geometrische Reihe ist und explizit ausgefithrt werden

kann
n

1 Z ae  Lsin(n+3)t
eV = ——— =~

5 — , sog. “Dirichlet — Kern” (2.40)
T singt

k=—n

nAAPl{\ MMM

VA\/ T b UWUU PR

-3 -2 -1 0 1 2 3
-014 z

Erzeugt mit Maple

Dk:=proc(n,t) options operator, arrow; (1/2)*sin((n+1/2)*t)/(Pi*sin((1/2)*t))
end proc

with(plots): plot(Dk(2,t), t=-Pi..Pi)

Mit Eigenschaften: gerade Funktion, 27- peruxhsch,‘f D, (t)dt =1, “lokal”.

Wir fiithren die Rechnung nach Variablensubstitution y — x — y fort

0= [ b {eow) 0+ [ i “9) - Sy, (240
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wobei die Funktion ¢ stetig ist mit g(0) = 0. Daher ist es nur natiirlich zu erwarten, daf} das
verbleibende Integral wegen der Lokalitétseigenschaft von D,, mit n — oo gegen 0 geht, was die
Behauptung beweisen wiirde.

Wir wollen die Aussage fiir stiickweis stetig differenzierbare Funktionen zeigen. Dann ist auch
g differenzierbar und

i) 9(y)

= ———  fiir y # 0 differenzierbar, bei y = 0 stetig, (2.42)
siny/2

oder im ungiinstigen Falle zumindest mit wohldefiniertem links- und rechtseitigem Grenzwert
g(0£). Wir finden u.a. mittels partieller Integration

/7r Dy (y)g(y)dy = / W % sin(n + 3)y - 511(3}2 (2.43a)
B 0 =3(y)
cos(n+ Yy j2r— 1 = 1 =
_ _—27}(711 2;)%@) T /  feostn+ 1)) o)y (2:430)

Der erste Term ist 0, aufler wenn die links- und rechtseitigen Grenzwerte bei 0 verschieden sind,
dann aber ist das Ergebnis im Limes n — oo null. Der zweite Term liefert im Limes n — oo
auch null, da das Integral fiir all n beschréankt ist. O]

Bemerkung: Konvergenzaspekte nicht einfach:
e nicht alle (nur) stetigen Funktionen werden durch ihre Fourierreihe dargestellt
e hiufig Konvergenz nur bis auf Nullmengen

e fiir hinreichend “wohltemperierte” Funktionen (“Stetigkeit+” ) auch gleichméfiige Kon-
vergenz

e nur stiickweise gleichméfBige Konvergenz liegt bei Funktionen mit Sprung vor: Gibbsches

Phinomen
N

Y

Sn

Y
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Im Detail: sei f iiberall stetig (bzw. glatt) bis auf Stelle zy mit verschiedenen links- und recht-
seitigen Grenzwerten f(zot).

(i) Fourierreihe konvergiert bei 1z, gegen das arithmetische Mittel f,,(zo) :=
3 [f(@d) + flzo—)].
(ii) Uberschiefen:

5 (xoi 2n ):fm(xo)i f(x5) = flwo—) -/Owdt¥ (2.44a)

——
=T.1.17897...

flag) = f(xo—)
2

Hier Graphen der Faltung von D, fiir n = 10 und 50 mit einer stiickweise konstanten Funktion
(welcher, und welcher Plot zeigt was?):

= fin(wo) £ - 1.17897... (2.44b)

B 14
02+ 0,3 -
06 0,6+
04

02

YA AV I

0%+ 0,2 -
06— 0,6 -
0,4

024

]
P 5 a0 1 1 3 G dr -
Erzeugt mit Maple

Digits:=20:

Falt:=proc(n,t) options operator, arrow; integrate(Dk(n,t-s),s=0..Pi) end
proc:

plot(Falt(10,t), t=-Pi..Pi); plot(Falt(10,t), t=-5%Pi*(1/10)..5%Pi*(1/10))
plot(Falt(50,t), t=-Pi..Pi); plot(Falt(50,t), t=-5%Pi*(1/50)..5%Pi*(1/50))
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2.3 Fourier-Integrale

Wir betrachten Funktionen f : R — C, die iiber ganz R betragsintegrabel sind, d.h. [, |f(z)|dx
existiere. Ein derartiger Raum wird £4(R) genannt. Auf diesem Raum kénnen die Fourier-
Transformationen F und F~! definiert werden durch:

Flfl(k) = % /_OO dx e f(x), (2.45a)
F o)) = /_ " ke (k). (2.45D)

Beachte, dal im wesentlichen ein Vorzeichenunterschied in der Exponentialfunktion vorliegt:
die Benutzung der Symbole x und k fiir die Argumente ist willkiirlich und entspricht einfach
den Anwendungen in der Physik. Der Vorfaktor 1/27 kann auch symmetrisch auf beide Trans-

1
formationen verteilt werden mit je einem Faktor 1/(27)2. Wir konnen in analoger Weise auch
Funktionen auf hoherdimensionalen Vektorrdumen R"™ betrachten mit entsprechenden Verall-
gemeinerungen (kx wird das Skalarprodukt zweier Vektoren k und x), es taucht ein Faktor

1/(2m)™ oder zwei Faktoren 1/(27r)% auf.
Unter gewissen Voraussetzungen an die zu transformierenden Funktionen sind die Operationen
F und F~! invers zueinander, d.h.

FoF't=id, wnd FloF'=id. (2.46)

(Achtung: in unendlich-dimensionalen R&umen impliziert die eine Eigenschaft nicht notwen-
dig die andere.) Die Bedingung fiir diese Eigenschaft ist fiir Funktionen f aus £;(R) erfiillt,
die auch quadratintegrabel sind, wobei F o F~f] = f bzw. F 1o F[f] = f auf “fast ganz R”
erfiillt ist, also R mit evtl. Ausnahme einer Nullmenge.

Eine iibliche Kurznotation ist f := F[f] also

f(k) = %/0" dze ™ f(x), (247a)
o= [ avegn), (24m)
Beispiel(e) 2.2. (i) Lorentzkurve f(z) = %m

Diese Funktion hat Polstellen bei z = +ia mit Residuen

1 « 1
N -4 2.48
ressiof T 2% lz=+ia 2mi ( )
Wir wollen berechnen 1 oo 1
- . «Q
k) = — d —ikz — 2.49
(k) 2#/_00 re N ———s, (2.49)

was wir mit den Mitteln der Funktionentheorie bewerkstelligen wollen. Fiir Argumente £ > 0
(k < 0) konnen wir den x-Weg nach unten (oben) schlieflen, denn dann besitzt —ikz einen
Realteil, der gegen —oco geht.
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c.
Pst. ia
C_
Rechnung
< 1 ajm 1 : L\ ok
k>0 f) = [ d o = Loy (L L gar
>0 k) 27r/c T2t art 2 7Tl)( 2m)e

: = — kT = — 2 _— @ = — &
k<0 f(k) 5 /C+ dx e 27(—1— i) ( )e 5-¢

2 + a2 27

was fiir beide Falle zusammengefafit werden kann als

~ 1
k) = —e @kl
k) = 5-e
Die Riicktransformation:

9] L 0 ) eak ] ) e—ak
/ dk e f(k) = / dke”“”2—+ / dke”“Q—
_ 0

00 —00 @ @

1 [° NI B -~
— [ dkelotiok 4 — / dk e~ (@7i2)
0

T or oo 2m
1 e(a—i—ix)k 0 1 e—(a—ix)kz o
T2 a+ix %—(a—ix)o

11 1\ 1 a
o2t \a+izr a—ir) Twa2+a?

was gleich der Ausgangsfunktion ist!

Beispiel(e) 2.3. (ii) Gauffunktion f(r) = —2—e 2
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(2.50a)

(2.50b)

(2.51)

(2.52a)

(2.52b)

(2.52¢)

(2.52d)



Wir berechnen

r 1 > 1 —22 ik
F(k) = %/_Oodx\/% B (2.53a)
_(atiok)? o2
= e 20 2
_Zk2 o0 z+io 2
- ;ﬁ / dr e (2.53b)

~~

00 2
= dre 27
Cauchy J_

_ o2 00 _ok2
= ;ﬁ\/ 20’/ dz e_22 = ;ﬁ 20 (2530)
—%k2
_ o ebenfalls GauBfunktion. (2.53d)
T

In der Zeile (2.53b) wurde der Integrationsweg R 4 ick durch R ersetzt. Dies ist nach Cachy er-
laubt: die Differenz der beiden Integrale ist ein Integral iiber eine geschlossene Kontur, innerhalb
derer der Integrand holomorph ist und bei +oo gegen null geht. (Daher konnen die senk-
rechten Stiicke der geschlossenen Kontur wahlweise hinzugenommen oder fallengelassen werden.)

Zusammenfassung: Die Wirkung von F ist: ¢ im Exponenten durch (6 =)1/0 ersetzt, sowie
multiplikativer Faktor % -V2mo.

Riicktransformation: Die Wirkung von F~! ist: ¢ im Exponenten durch 1/0 ersetzen, sowie
multiplikativer Faktor 1-4/27 /o, liefert

£ f(z), wie behauptet. (2.54)
2ro
Beispiel(e) 2.4.
1
(iii) Kastenfunktion: siehe Ubungen
03

2.4 Allgemeine Rechenregeln

Die Fouriertransformation ist linear (c;, co seien Konstante)

Flenfi + eafo] = aF fi + 2 F f2, (2.55)

wobei wir die eckigen Klammern nach F fallengelassen haben, wo kein Mifiversténdnis moglich
ist.
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“Skalieren” des Arguments:

Fteal®) = 27U (5) . v Jao| =2 (5). e
Beweis.
3 [ fan)e s = o [ plaaetiee et - L [” ppein® L (2) s

wobei wir zum Schlufl die Integrationsvariablensubstitution y = ax durchgefiihrt haben, die den
Integrationsbereich R invariant 1a8t. O

Translation des Arguments (beliebig entlang der reellen Achse oder auch im gesamten Holomor-
phiebereich)

—_—

Flf(x —z0)](k) = e 0 F[f(2)](k), bzw. flz— ZL’O)’k — e 20 f(k) (2.58)
Bewezs.
i e . —ikx _ 7ikmgi > —ikx _ _—ikxo f
o /_oo fa—m) & dr = e /_Oo Flr)ete — ek f(1) . (2.59)
e—lk(m—xo)e—lkxo
O
Ableitung f’ / Stammfunktion F' von f
FIf k) = kF[f)(k),  bzw.  fi(k) =ikf(k), (2.60a)
1 ~ 1 -~
FlF|(k) = E]—"[f](k), bzw. F(k) = Eﬂk) : (2.60b)
(2.60c)
Beweis. - -
flx) = / fk)e*=dk = f'(z) = / ik f(k)e*=dk | (2.61)
wobei der Vorfaktor der Exponentialfunktion im Integranden die Fouriertransformierte sein muf3.
O

Faltung / Konvolution
Fiir zwei Funktionen (mit geeigneten Asymptotiken bzw. Integrabilitatseigenschaften) f, g defi-

nieren wir
o

(o)) = |

—00

dyf(z —y)g(y) (: /_OO dyf(y)g(z — y)) 7 (2.62)

[e.e]

mit der Eigenschaft f x g = g * f. Fiir die Fouriertransformierte gilt
Flf =g] =2n F[f]- Flg], bazw. m =2rf-§, (Faltungssatz, Fourierthcorem), (2.63)

wobel der auftretende Faktor 27 auf der rechten Seite etwas unésthetisch ist und durch eine
andere Definition der Konvolution oder auch der Fouriertransformation verschluckt werden kann.
Wir halten uns hier an einen etablierten Standard.
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Beweis.

Frath) = o [ duf «g)ae (2.642
o [ o [ dufta gt e (2.64D)
= / Z dy % Z dof(x —y)e M) g(y)e (2.64c)

— J(k)
= ) [ dyatu)e ™ = (k) 2m (0. (2.64d)
O

Anwendungen: Wir 16sen
e Differentialgleichungen mit Inhomogenitéten,
e Funktionalgleichungen,

e Berechnung von (mehrfachen) Faltungen: Zentraler Grenzwertsatz.

Beispiel(e) 2.5. (i) Der gedimpfte harmonische Oszillator mit externer Kraft (nichtperiodisch,
2.B. einzelner Kraftstofs). Wir nennen hier — anders als in der Physik sonst ublich — die Zeit-
variable x, die Auslenkung f(x), die Kraft g(x)

mf"(z) +rf (@) + Cf(z) = g(a). (2.65)
Fouriertransformation beider Seiten
m (ik)*f (k) + rikf (k) + Cf (k) = §(k) (2.66)

(m (ik)* + rik + C) f(k)
Das Ergebnis schreiben wir mit demselben Polynom wie in (2.14)

; g(t)

f(k) = P (k) wobei P(x) := ma® +rx + C'. (2.67)
Die Riicktransformation des Produktes liefert nach Fouriertheorem eine Konvolution von g(x)
mit der Riicktransformation von % geteilt durch 27

fekrg, b f@= [ Koy, (2.68)

wobei ) - )
k(z) = — dk ——e"* . 2.69
(@) o /_ PR © (2.69)

=~

F . th vV
aus ouriertheorem gy ktransformation
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Die Rechnung bis hier war viel einfacher als im periodischen Fall. Die Auswertung des Integrals
erfolgt teilweise dhnlich, aber teilweise auch sehr verschieden von der im periodischen Fall.
Zunichst beobachten wir, daf§ die Zeitvariable (hier x genannt) beliebige reelle Werte annehmen
kann. Im hier behandelten Fall konnen wir wieder den Integrationsweg schlieflen, miissen aber im
Falle z > 0 (x < 0) den oberen (unteren) Halbkreisbogen wihlen. Die Polstellen des Integranden
liegen in der oberen Halbebene bei —izy /5, wobei x5 die Nullstellen von P(z) sind, siehe (2.30).
Wir behandeln den Fall z < 0 vorab: Da in der unteren Halbebene keine Polstellen des Inte-
granden vorliegen, ist das Integral 0: k(z) = 0.

Nun z > 0. Wir ergénzen den Integrationsweg zu einem in der oberen Halbebene geschlossenen
Weg C.,, aber im mathematisch positiven Sinn durchlaufen

2
1 1 . 1 eti®
k(z)=— [ dk e — (2 2.70
(@)= 5 /C+ PR ~ 2r 2™ ; iP(x;) (2.70a)
er1e gt el1T _ g2k
m(zy —x2)  m(xe —x1)  m(z) — x2) ( )
sin % — 4:22 xr
— eiﬁx . (270C)
C 72
m m  4m?

Es folgen Plots des Ergebnisses von k(x) mit o € [—5, 50] fiir die Parametersitze m = C' = 1 und
r =0.01,1,2,10. Die Funktion k beschreibt dje Auslenkung des Ostzillators nach einem Kraftstof.
Man beachte, dafl fiir kurze Zeiten nach 0 Ahnlichkeiten mit den Kurven im periodischen Fall
bestehen.

0.2+

06 4

=
-
1

0.4

=
La
L

0.2+

-0,2 4
-0,4 4 01+

-0,6
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0,09
034 0,08 -
0,07 -
0,06
02
0,04
0,03 -
0,1 |
0,02 1

0,01

Erzeugt mit Maple

with(plots): Nst:=solve (m*x’r*x+C=0,x) :x[1]:=Nst[1]; x[2]:=Nst[2]:

k:=proc(t) if t<=0 then result:=0 else result:=
(exp(x[2]*t)-exp(x[1]*t))/(m* (x[2]-x[1])) end if; return Re(result) end proc
m:=1; r:=1.0; C:=1:

plot((’k’) (t),t=-5..50);

2.5 Anwendungen
2.5.1 Zentraler Grenzwertsatz

Wir setzen Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung/Stochastik voraus. Wir betrach-
ten

e Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion p (oder auch spezifischer: px),

e Bedeutung: Wahrscheinlichkeit(X € [z, 2z + dz]) = p(x)dz,

e Erwartungswert: (X) := [* xp(x)dx =: m, (spezifischer mx, “Mittelwert”),

e Schwankungsquadrat: (X?) — (X)? = (X — (X))?) = 0, mit (X?) := [7_a?p(x)dz,
o (spezifischer ox) heifit “Standardabweichung” von X.

e Die “Momente” der Verteilung (X™) := [~ z"p(x)dx,

e Erzeugende Funktion der Momente: Fouriertransformierte 2mp(k) = [7 dre *p(x),
denn

(%)n@wﬁ) = /_ Z de (—iz)"p(x) = (—i)" / Tdratx),  (271)

= —0o0

sofern existent. Insbesondere gilt

21p(0) =1, 275/(0) = —i(X), 27mp"(0) = —(X?). (2.72)
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e Bequemer noch ist folgende “Erzeugende Funktion” p(k) := log[27p(k)], da

Y () oy PO (FON o ea e
p0 =0, 70 =28 —ico, o= L8 - (Z0) —- (o) - (x)
(2.73)
Die Taylorentwicklung von p(k) um 0 lautet
plk) =0 —i(X)k — % ((X?%) — (X)?) k> + O(K?) (2.74)

Bemerkung:

e Die “Normalverteilung” bzw. GauBverteilung hat eine Taylorentwicklung von p(k), die
nach dem k*-Term abbricht (p(k) = —imk — 0°k?),

e Die Lorentzverteilung besitzt ein p(k), das nur stetig ist, aber bei k = 0 nicht differenzier-
bar ist (p(k) = —alk|).

Warum trégt die Normalverteilung ihren Namen?

In “der Natur” sind viele “Zufallsvariable” Mefigrofien, die aus Summen unabhéngiger Messun-
gen zusammengesetzt sind.

Summe zweier unabhéngiger Zufallsvariablen X;, X, mit Verteilungen py,, px,

Die Zufallsvariable X := X; + X5 hat die Verteilung px, 1 x, definiert durch

px,+x, Az = Wahrscheinlichkeit (X; + X3 € [z, 2 + Az]) (2.75a)
:/ d[L‘ldl'prl(fL‘l)pXQ(Ig) (275b)

1422 € [z,2+A]
Substitution (1) = (1 ~1) (% (2.75¢)
ubstitution | ) =1, 7 75¢
~ i € tra 4 20 954595,(5 ~ DD (2.75d)

y beliebig
a0 [ dipxle - Dex (@) + O ((B0)) (2.750)

Also ist px mit X := X; + X5 durch die Konvolution von px, und px, gegeben

pX1+X2 = le * ng . (276)

Dies kann direkt auf eine Summe von N-vielen unabhéngigen Zufallsvariablen X; verallgemeinert

werden
N

X::ZXJ' = PX = Px1 K PX2 KK PXy - (2.77)

J=1
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Nach dem Faltungssatz bzw. Fouriertheorem (2.63) ist die erzeugende Funktion 274 multiplikativ

ompx (k) = H 2, (k) . (2.78)

Die erzeugende Funktion p ist sodann additiv

px (k) = log[2mpx (k)] = D _log[2mpx, (k)] = }_ px; (k). (2.79)

Jj=1

Wir nehmen die 1. und die 2. Ableitung von px (k) bei k = 0 und erhalten fiir den Mittelwert
m und das Schwankungsquadrat 0% von X = > X;

N

m = Z m;, (2.80a)
j=1
N

o’ =Y o}, (2.80D)
j=1

wobei wir kurz m; und o; fiir mx, und ox, geschrieben haben.
Bemerkung:
e Die Summe normalverteilter Variablen ist normalverteilt
Pxi+x, (k) = —imuk — 307 k* — imok — 05k = —i(my + ma)k — 5 (0 +03) k%, (2.81)

2

e Die Summe lorentzverteilter Variablen ist lorentzverteilt

pxix, (k) = —au k] = sk = —(an + as) k] (2.82)

Skalierung einer Zufallsvariablen und additive Konstante

Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion px. Wir suchen die Verteilungsfunktion p,x
der Zufallsvariablen a - X, wobei a € R*.

Nach Definition muf} gelten

pax (z)dx = Wahrscheinlichkeit (a X € [z, z + dx]) (2.83a)
— Wahrscheinlichkeit (X € F, Ty @D = px (5) de. (2.83b)
a’a a a/ a
woraus folgt X
T
Pax (T) = X (a) ; (2.84)



und fiir die Fouriertransformierte und die erzeugende Funktion gilt

Pax (k) = px(ak),  pax(k) = px(ak). (2.85)
Erwartungswert und Schwankungsquadrat von aX sind somit a bzw. a? mal Erwartungswert

und Schwankungsquadrat von X.

Addition einer Konstanten: Analog gilt fiir reelles m

px-m(x) = px(z+m), (2.86)

und .
px-m(k) =™ px(k),  px-m(k) = px(k) +imk. (2.87)
Der Erwartungswert von X — m ist gleich dem Erwartungswert von X minus m. Die Schwan-

kungsquadrate sind gleich.

Theorem 2.3. (Zentraler Grenzwertsatz)
Summen N -vieler unabhdngiger Zufallsvariablen haben wunter “recht allgemeinen Voraus-
setzungen” eine Verteilung, die im Grenzfall N — oo gegen eine Normalverteilung konvergiert.

Unter “recht allgemeinen Voraussetzungen” kann beispielsweise die Entwickelbarkeit der Funk-
tionen px, (k) um k = 0 verstanden werden o.4. (Jedenfalls bleiben die lorentzverteilten Zufalls-
variablen aufien vor.)

Beweis. Vorbereitung: Wir nehmen der Einfachheit halber px, = px, = ... = px, =: p an mit
Erwartungswert m und Schwankungsquadrat o?. Wir nutzen ferner

p(k) = —imk — 16°k* + O(K%). (2.88)
Das Objekt mit gutem Grenzwertverhalten (auch in allgemeineren) Situationen ist
Xi=—=Y (X;—(X;)), (2.89)
j=1

denn X hat Erwartungswert 0 und Schwankungsquadrat (siehe Skalierungsregel mit a = 1/v/N)
gleich a?- No? = 2. Dies gilt fiir beliebiges N. Im Limes N — oo zeigt die erzeugende Funktion
px ein erstaunliches, aber transparentes Verhalten

px (k) = P sx, -0 (K) = PG -ox) (\/I_Nk> (2.90a)
N
=3 by (k) = N[5 (k) + imok] (2.90b)
j=1
=040k - 0%+ N- O ((k/VN)) (2.90¢)
— —15%k, fiir N — oo. (2.90d)

Dies ist die erzeugende Funktion der Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Schwankungsqua-
drat o O
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2.5.2 Funktionalgleichungen

Nehmen wir an, man gibt Ihnen die Funktionalgleichung der I'-Funktion
I(z4+1) = 2I'(2), (2.91)

und Sie haben vergessen, dafl die I'-Funktion bekannt ist oder Sie wollen die Integral- und
Produkt-Formeln nicht benutzen. An Hand der Funktionalgleichung sehen Sie, daf§ I'(z) ent-
lang der (positiven) reellen Achse stark anwachsen muf}; aber nicht unbedingt so in imaginérer
Richtung.

Sie stellen sich die Aufgabe, I'(z) in der Halbebene Rez > 0 zu berechnen, z.B. fiir z = a + ix
mit a > 0 und x beliebig reell.

Definiere
g(x) :=logl'(a +iz), (2.92)

das die Funktionalgleichung
g(x —1) =log(a +iz) + g(z), (2.93)

erfiillt. Diese Funktionalgleichung verkniipft die Funktion g an Argumenten, die sich durch eine
Konstante unterscheiden, ist im weiteren linear etc. Es bietet sich zur Losung die Fouriertrans-
formation an, wie gleich klar wird. Da aber wegen des asymptotischen Verhaltens log(a + iz)
nicht fouriertransformierbar ist, und damit auch nicht g(z), nehmen wir noch die Ableitung
nach z und erhalten fiir f(z) := ¢'(x)

i

Flo—1i) = + fla). (2.94)

a+ix

Wir wissen, wenn f (k) die Fouriertransformierte von f(z) ist, dann ist e* f(k) die Fouriertrans-
formierte von f(z — 1), so dafl wir finden

e’“f(k):]-‘[ L ](k)Jrf(k), (2.95)

T —la

Zur Berechnung von f(k) brauchen wir nun nur noch die explizite Fouriertransformierte von

1/(x —ia)

1 1 —ikx 1 —ikx
I[ } (k) /dx © dr ——— fiir k < ()0, (2.96)
R

r —ia 2m r—ia 27 Jo, x—ia

wobei die geschlossenen Wege C in der oberen bzw. der unteren Halbebene durch einen unend-
lichen Halbkreisbogen geschlossen sind und im positiven bzw. negativen Umlaufsinn durchlaufen
werden. Die Halbkreisbogen tragen nicht bei zum Integral, da fiir £ < 0 der Exponent —ikx fiir
Im(z) — +o00 einen gegen —oo tendierenden Realteil hat. Fiir £ > 0 und Im(z) — —oo ebenso.

Im Detail:
Das Verschwinden des Integranden fiir gegen unendlich tendierenden Imaginérteil der Integra-
tionsvariablen erfolgt gleichméfiig bzw. unabhéngig vom Realteil, da die Exponentialfunktion
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faktorisiert. Das Argument trifft nicht mehr wortlich zu bei den “kleinen Stiicken des Halbkrei-
ses” an der reellen Achse. Man konnte fiir den hier vorliegenden Fall das Integrationsintervall
[—R,+R] nicht mit einem Halbkreisbogen schliefien, sondern mit einem Kasten der Gesamt-
breite 2R und der Hohe v/R. Der Kasten hat drei gerade Stiicke: einen der Linge 2R mit einem
Imaginérteil der GroBe v/ R. Da hilft das Argument mit dem gleichméBigen Verschwinden des
Integranden unabhéngig vom Realteil der Integrationsvariablen. Dann gibt es die senkrechten
Seitenstiicke, welche v/R hoch sind, wobei der Integrand eine GréSe von const. /R hat. Das
Produkt geht gegen 0, wenn R — oc.

Nun wenden wir den Residuensatz bzw. die Cauchy-Integralformel an. Der Integrand ist holo-
morph auf C bis auf die isolierte Singularitét bei x = ia in der oberen Halbebene. Damit liefert
das Konturintegral entlang C, (fiir den Fall £ < 0) das Residuum bei ia

1 _ 1 « ka __ :_ak
F L — ia} (k) = 27T27r1e = ie"", (k <0) (2.97)
und entlang C_ (fiir den Fall £ > 0) ist das Ergebnis einfach 0. Wir erhalten somit
; e k<0 - i k<0
1) fk)y=4" s k) =T ’ 2.98
( ) Sk 0, k>0, J k) 0, k>0. (2.98)
Die Riicktransformation ist leider nicht konvergent
0 ak
f(x) = / dk:ieke 1eik”” nicht integrabel bei £ =0, (2.99)
aber fiir die Differenz f(z) — f(0) erhalten wir
0 eak )
flz)— f(0) = / iek—l (e —1)  konvergent. (2.100)

Und tatséchlich kann hier f(z) nur bis auf eine Konstante berechnet werden, da wir nur (2.94)
benutzt haben. Das Integral g(xz) = f(0) - x + g(0)+ Stammfunktion der rechten Seite von
(2.100) muB aber (2.93) erfiillen. Daraus ergibt sich f(0), aber natiirlich nie ¢(0).

Es zeigt sich fiir a = 1: f(0) = —v, wobei v die Euler-Mascheroni-Konstante ist.

2.6 Hoherdimensionale Fourierintegrale

Wir betrachten Funktionen f : R™ — C™, die iiber ganz R"™ betragsintegrabel sind,
d.h. [o.|f(x)|d"z existiere. Ebenso wie im eindimensionalen Fall kénnen die Fourier-
Transformationen F und F~! auf diesem Raum definiert werden.

Wir benutzen die Kurznotation f := F[f] also

f(k) = (Qi)n /R dmre % f (1) (2.101a)
f(r) :=/ d"ke* f(k), (2.101b)
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wobei hier k£ und r Vektoren sind und kr das Skalarprodukt bezeichnet. Ferner sind d"k und
d"r die zugehorigen Volumenelemente.

Viele der Rechenregeln im Eindimensionalen gelten hier ebenfalls. Interessanterweise transfor-
mieren sich Ableitungsoperatoren V in einfacher Weise. Seien f(r) und f(k) die Fouriertrans-
formierten voneinander, so gilt fiir Gradient, Divergenz und Rotation (V sei immer vektoriell):

Vf(r) < ikf(k)  (f skalar) (2.102a)
V.- f(r) < ik- f(k)  (f vektoriell), (2.102b)
V x f(r) < ik x f(k)  (f vektoriell). (2.102¢)

Faltung / Konvolution
Fiir zwei Funktionen f,g : R"™ — C (mit geeigneten Asymptotiken bzw. Integrabi-
litdtseigenschaften) definieren wir

G = [ ausa-nat) (= [ utee-n) . @10

mit der Eigenschaft f x g = g * f. Fiir die Fouriertransformierte gilt

F[f *g] = @m)" F[f] - Flg], baw. fxg=2m)"f-g, (Faltungssatz, Fouriertheorem),

(2.104)
2.7 Anwendungen
2.7.1 Coulomb-/Yukawa-Potential
In der Elektrostatik gilt die Poisson-Gleichung (aus £ = —VV | VE = 47p)
— AV(r) = 4mp(r), (2.105)

wobei r vektoriell sein soll.

Die Poissongleichung gilt in der iiblichen Elektrodynamik, in der Photonen masselos sind. Hétten
die Photonen eine Masse m, so miifite die Poissongleichung (gemifi Klein-Gordon-Gleichung der
relativistischen Quantenmechanik) durch

(=A +m*)V(r) = dmp(r), (2.106)
ersetzt werden.
Wir wollen diese Gleichung fiir beliebiges p(r) in Form eines Faltungsintegrals 16sen. Es seien

V und p die Fouriertransformierten zu V und p. Dann lautet die Fouriertransformierte der
Poissongleichung

(2 + m*)V (k) = 4np(k), (2.107)
da A = V2 — (ik)?> = —k?. Die Losung fiir V ist
~ 4m
k) = ———=p(k). 2.1
V() = il (2.108)
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Nach Faltungstheorem mufl nun gelten

. ~ 1 4
V:G*p, mit G(k): (27T)3m

(2.109)

Wir berechnen nun das Fourierintegral von G(k) und erhalten explizit G(r). Wir benutzen
fiir £ Kugelkoordinaten mit an den Vektor r angepafiten Achsen. Achtung: Unterscheide das
Skalarprodukt k - r vom Produkt der Betrége kr, ndmlich k - r = kr cos 6:

G(r) = /d3k<2;)3ﬁei“, (2.110a)
- /O " /O ' /0 " dpdosin 6 di k2 (2;)3 e iﬂmzei’f’“wse, (2.110b)
_/1 /oodxdkﬁﬁﬁeim, (2.110¢)

ikr . —ikr
- /0 dh (27T)Qk:2 fm; ik: ’ (2.110)
BT o dk K (e* —e ™) | (2.110e)

2rir J_o k%4 m?

wobei wir zuerst iiber ¢, dann iiber z := cosf mit dr = —sin#df integriert, und zum Schlufl
die Geradheit des Integranden genutzt und das Integral iiber ganz R geschrieben haben. Der
Integrand ist iibrigens auf ganz R regulédr und auf ganz C holomorph bis auf die beiden Polstellen
erster Ordnung £im. Da r > 0 konnen wir den k-Integrationsweg fiir den Term mit " in der
oberen Halbebene und fiir den Term mit e ™" in der unteren Halbebene schlieen. Wir erkalten
dann nach dem Residuensatz

Gy = L <le—mr _ (_)%e_mr) _em (2.111)

Dies ist das sogenannte Yukawa-Potential (fir m = 0 Coulomb-Potential). In mathematischen
Worten: die Greensche Funktion zur DGL.
2.7.2 Numerik

Fourierintegrale werden numerisch durch Diskretisierung des Definitionsbereichs (zu N
dquidistanten Punkten) einer gegebenen Funktion mittels diskreter Fouriersummen berechnet:

N—
_2mi 2miy
3 = \/_ E Zme” N M Zm E en! (2.112)
1=0
Diese Transformationen sind invers zueinander.
Fiir die effiziente Berechnung der numerischen Transformation geht man nicht nach Definition

vor. Das wiirde bei N Funktionswerten, die sich ergeben aus Summen von N Produkten, eine
Komplexitit von O(N?) liefern bzw. eine Rechenzeit ergeben, die proportional zum Quadrat
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der Gitterpunkt-Zahl ist. Die sogenannte Fast-Fourier-Transformation (FFT) nutzt die Fakto-
risierbarkeit von N und kann optimal eine Komplexitéit von nur O(N - log N) haben. Dieser
Fall wird erreicht, wenn N vollstéindig in kleine Primfaktoren zerfillt, z.B. N = 2". Es gibt fiir
die FFT fertige Algorithmen bzw. Programme.

Warnung bei Berechnung von Fourier-Transformationen von Funktionen mit langsam abfallender
Asymptotik und/oder Singularitdten auch vermeintlich harmloser Art (Spriinge in der Funktion
oder Ableitungen): Hier gewinnt man hohere Genauigkeit nicht durch Erhohen der Dichte der
Gitterpunkte oder Erhchung der Lange des Intervalls. Man mufl Subtraktionsterme einfithren
und diese “von Hand” transformieren.

3 Funktionalanalysis

Wir befassen uns hier mit Vektorrdumen, die oo-dimensional sein konnen. Wir setzen Grund-
begriffe voraus

V,+,- Vektorraum, Addition, Multiplikation mit Skalaren aus K = R oder C
Norm |.]: V=R

Definitheit || v||[= 0, wobei ||v||=0<v=0

Homogenitét | A-v =\ v

Dreiecksungleichung || vy 4+ vg ||<|| vy || + || v2 ||

Beispiel(e) 3.1. fir V =K" dber K mit K =R bzw. C mit p-Norm (1 <p < o0)

n 1/1?
Il llp= (Z |aj|p> : (3.1)
j=1
liefert Vektorraum (K™, || . ||,)

Wichtigster Fall: p = 2 “quadratische Norm”, “Euklidische Norm”.

Supremums-Norm
| @ ||oo:= max{|a], ..., |an|} - (3.2)

Beispiel(e) 3.2. V = Folgen in K = R oder C bzw. Unterrdume, auf denen die folgenden
Ausdriicke definiert sind

s 1/p
M) = e ll= <Z |aj|p> , (3.3a)

U0 Mloo) = [ v lloo= sup fay| - bzw. sup({laal, |aal, ..}) - (3.3b)
j

Beispiel(e) 3.3. Funktionenrdume: stetige Funktionen [a,b] — K, d.h. C(]a,b],K)

b 1/p
(Cla, o, K), [ lp) = I f = (/ dtlf(t)|p> : (3.4)

68



Die p-Normen erfiillen fiir p > 1 die Dreiecksungleichung, da

1/p 1/p 1/p
Minkowski — Ungleichung : (Z la; + ﬁj|p> < (Z |aj]p) + <Z ]5j|p> , (3.5)
J J J
was fiir p < 1 nicht erfiillt ist.

Skalarprodukt (.|.)

(vlv) = 0, wobei (v|v) =0« v =0,
(vi|Ava) = Aviva),
2 v|vy +v2) = (v|or) + (v|vy),

vifva) = ({valv1))”,

positive Definitheit
Linearitdt im 2. Argument

“Symmetrie”

wobei mit x die komplexe Konjugation bezeichnet wird und aus der Linearitédt im 2. Argument
und der Symmetrie folgt, dal das Skalarprodukt auch im 1. Argument additiv ist, aber Fakto-
ren A als komplex konjugierte GroBle A* vor dem Skalarprodukt erscheinen.

Jedes Skalarprodukt definiert eine kanonische Norm

[0 fl:= v/ {vlv) . (3.6)

Beispiel(e) 3.4. Folgen: auf (I%,]| . ||2) ist definiert

(0]B) : Za@ (3.7)
Beispiel(e) 3.5. Funktionen: auf (C([a,b]), || - ||2) ist definiert

mm:/dmwwm (3.8)

Oder auch mit einer Gewichtsfunktion w € C([a,b]) mit w(t) > 0 fiir alle t definiert

b
umWa/ﬁmwmw@, (3.9)

ein Skalarprodukt mit normiertem Raum (C([a,b]), || . ||¥).
Es gilt
(i) Schwarzsche Ungleichung |(vy|ve)| <|| v1 || - || ve ||,
(ii) [y +wva ||=]| o1 || + ]| v2 || = vi,v2 linear abhéngig,

(iii) Parallelogrammidentitét || vy + v ||* 4 || v1 — va [P=2(] v1 [|2 + || v2 ||),
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(iv) Polarisierungsidentitét

1
K=R: (v|vy) = 1 (lor o2 ||+ o1 —v2 |?) (3.10a)
1 ) ) . )
K=C: (v]ve) = 1 (|| vy + Uy ||2 — || v1 — vy ||2 +i || v1 — ivg ||2 —1 || v + ivg ||2) )
(3.10b)

Theorem 3.1. (Jordan und von Neumann)
FEiner Norm || . || liegt genau dann ein Skalarprodukt zu Grunde, wenn die Parallelogrammiden-
titat erfillt ist.

Definition 3.1. Hilbert-Rdume

FEin Raum (V|| . ||) heifst vollstandig, wenn in ihm jede Cauchyfolge konvergiert (auch Banach-
Raum genannt).

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der als normierter Raum betrachtet vollstindig ist, heifst

Hilbert-Raum.

Gram-Schmidt-Orthonormierung
Gauflapproximation
Sei e, g, ..., €, ein Orthonormalsystem (ONS). Es gilt fiir beliebiges v € V

n 2 n n n
v=> ageil| =[P =) eulvle) = ailev) + > lag| (3.11a)
i=1 =1 i=1 i=1

=l v |I* - Z [{ealv)|* + Z ({esl)* — aifvles) — aj{eilv) + [af])  (3.11b)

2

=l v |I* —Z|<6i|v>l2+ (3.11c)

[\ J/

> (Gele) — e

>0

>0l =) Kelo)?, (3.11d)
=1

und Gleichheit (“beste Approximation”) gilt genau dann, wenn «; = (e;|v) fiir alle 7 gilt.

Theorem 3.2. (Besselungleichung)
Fiir ein Orthonormalsystem ey, es, ... gilt:

lolP= ) Kelo)?, (3.12)
alle ¢
wober Gleichheit genau dann gilt, wenn

Hv — Z(ei]w@- - 0 bzw. v= Z(ei\v)ei. (3.13)

alle alle

70



Beweis.
2

v |?=|lv— Z'<ei|v>ei + Z'<ei|v>ei (3.14a)
o= S (eiloye| + |3 (eidv)e i (3.14D)

alle ¢ alle ¢

S (el = 3 e 2. (3.14¢)

alle alle

WV

]

Bemerkung: “Beste Approximation” wird zur Identitét, genau dann wenn in (3.12) Gleichheit
gilt.

Definition 3.2. (Orthonormalbasis, ONB)
Ein Orthonormalsystem ey, ey, ... heifst Orthonormalbasis, wenn fiir jedes v die Identitdt

o= || Y teidv)e

2

, (3.15)

qgilt.

Bemerkung: Es gilt dann auch schon v =", .(e;|v)e; und
') = { Sledde] Sesletves ) = S tolesiedn’) (3.16)

Definition 3.3. Ein normierter Raum V' heift separabel, wenn es in V' eine abzdhlbare dichte
Teilmenge W gibt.

3.1 Der quantenmechanische 1-dimensionale harmonische Oszillator

Wir behandeln hier den quantenmechanischen harmonischen 1-dimensionalen Oszillator. Die
Wellenfunktionen entstammen dem Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen £%(R).
Auf dem (dichten) Unterraum der zweimal differenzierbaren Funktionen ist der folgende
“Hamilton-Operator” H definiert

2
D m 5 5 C
Qm—l—zwx, (w m)’ (3.17a)
h o
= 3.17b
P= 5oz ( )
Wir suchen Eigenfunktionen zu H, d.h.
Hy = Ev, wobei : (3.18a)
2 2 o2
_ (P (O m e
(@) = (2 Gt olo) = (g + et J0le) (31
n* 9* mo,



Wir werden auf den néchsten Seiten herleiten, dafl die Eigenwerte von H nicht nur diskret
verteilt sind, sondern dquidistant

1
En:hw<n+§> , n €Ny, (319)

wobei die (normierten) Eigenfunktionen gegeben sind durch

ko
2rnly/T

und H,, die sogenannten Hermite-Polynome sind

bn(z) = H, (kox)e 52 | |y = [ —=, (3.20)

H,(z) = (—1)"* (%)ne—zz. (3.21)

Das Polynom H,, ist vom Grad n. Jeder der Eigenwerte (3.19) ist einfach, d.h. die zugehorige Ei-
genfunktion ist bis auf Normierung eindeutig bestimmt (bzw. der Eigenraum ist 1-dimensional).
Das ONS (¢y,)nen, bildet eine ONB des Raumes der quadratintegrablen Funktionen.

Das benutzte Skalarprodukt ist das in (3.8) definierte (mit Definitionsbereich R fiir [a, b]) bzw.
das Skalarprodukt in (3.9) mit konstanter Gewichtsfunktion w = 1. Offenbar ist (¢, )nen, bzgl.
(].)1 ein ONS, genau dann wenn (H,,)nen, bzgl. (.]|.)e mit w(z) = e=** ein ONS ist.

Wir wollen die Aussagen herleiten. Zunéchst einmal stellen wir fest, dafl der Impulsoperator p
selbstadjungiert ist, p™ = p bzw. (¢|py)) = (p¢|¢) fiir alle Funktionen ¢, ¢

o) = [ e (@) o (3.2
=0- /OO dx % *(x)?@/)(x) (3.22b)

_ / T e Ea%d)(x)]*w(x) (3.220)

—00

= (poly), (3.22d)

wobei wir in der zweiten Zeile partiell integriert haben, der Oberflichenterm null ist, da die
Funktionen wegen der Quadratintegrabilitdt bei 400 gegen null gehen miissen.

Da der Impulsoperator selbstadjungiert ist, ist es auch der Hamiltonoperator, d.h. H* = H.

Die ist eine ganz allgemeine Eigenschaft bzw. Forderung an Hamilton-Operatoren. Hieraus folgt
iibrigens, daf§ die Eigenwerte von H ganz allgemein reell sein miissen

Hy =Ey =  E@y) = (W[HY) = (HYl) = (EY[y) = E W) . (3.23)
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Wir definieren nun zwei Operatoren, die nicht selbstadjungiert sind, aber das jeweilig Adjun-
gierte des anderen

1 . p
1 24
b 7 (kox—i—lhko) : (3.24a)
1 p
bt = — | kox —i—— 3.24b
V2 ( o lhkO) ( )

wobei wir zunéchst einmal kj als beliebige positive reelle Konstante betrachten und erst etwas
spater spezifizieren. Die Operatoren kommutieren nicht miteinander, da sie Linearkombinationen
von Ortsoperator z und Ableitungsoperator a% sind. Das Maf§ des Nichtkommutierens zweier
Operatoren A und B wird durch den “Kommutator” [A,B] := A- B — B - A “gemessen”.
Der Kommutator ist selbst ein Operator mit der Wirkung auf Vektoren (Wellenfunktionen,

Zusténde) ¢ wie: [A, Bl = A(Bv) — B(Av), so dafl

h 0 h| o h 0 0 0
el = [Fgmee] = % || =5 da | e wlo) = 5 (o) - o gvt) = v
(3.25a)
Was haben b und b+ mit H “zu tun”7 Gabe es das Problem des Nichtkommutierens von Orts-
operator x und Able1tungsoperator nicht, so wire das Produkt b*b bei geeigneter Wahl von

ko gleich dem Hamiltonoperator. Tatsachhch liefert die vollstdndige Rechnung nur eine additive
Konstante:

b = % (kox - i%) <k0x + 1h—ko> (3.26a)
% <k2x2 + {kox 1711{:0} + hf—%) (3.26b)

! (kémz 1y hp—%) (3.26¢)
= wem ko= [ (3.264)

wobei wir beim Ubergang von der zweiten in die dritte Zeile das explizite Ergebnis fiir den
Kommutator [p,z| = /i aus (3.25a) benutzt haben. Wir erhalten nun

H = hw (b*b + %) : (3.27)

Hitten wir das Produkt bb"™ berechnet, hétten wir statt (3.26d) den Ausdruck H/hw + § gefun-
den, was u.a. bedeutet

(b0 =00 —0b" = —1, oder [b,b]=1. (3.28)
Wir sehen aus (3.27) erneut, daff die Eigenwerte von H reell sind, da b*b (natiirlich) selbstad-
jungiert ist, denn (b7b)" = bt (b1)" = bTh. Aber zusitzlich gilt, dafl bTb positiv semi-definit ist,

bth > 0. (3.29a)
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Erinnerung: Ein selbstadjungierter Operator A heifit positiv semi-definit, wenn fiir alle ) gilt

(Y[Ay) > 0. (3.30)

Diese Eigenschaft ist fiir A = b™b natiirlich erfiillt, da (|bTbyp) = (bb|byp) = 0, wobei die letzte
Eigenschaft aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes folgt.

Aus der positiven Semi-Definitheit von b™b folgt, dafl jeder Eigenwert > 0 sein muf3
btbop=n¢p = n(d|d) = (6[bTbe) >0 = n=0. (3.31)

Aus (3.27) folgt, dafl die Energien nicht einfach nur — wie in der klassischen Mechanik — grofier
oder gleich null sind, sondern ein Mindestquantum, ndmlich %hw haben miissen. Dies wird als
Nullpunktoszillation bezeichnet: Ort und Impuls kénnen wegen der Nichtkommutativitat der
Operatoren nicht simultan den Wert 0 annehmen.

Wir wollen nun zeigen, daf alle Eigenfunktionen von b7b gegeben sind durch

mw

(b7)" do, wobei ¢o(z) = <E>1/4 exp <—%k§m2> . (3.32)

Bewess.

(i) Wir zeigen zunichst by = 0 (insbesondere ist ¢y Eigenfunktion zu b*b mit Eigenwert 0)

b — \/_k (k0x+1 >¢O \/%k (kox—i— )¢0—o (3.33)
0 0

wobei zuletzt die explizite Form der Funktion ¢, benutzt wurde bzw. diese durch die
Forderung (3.33) eindeutig bis auf skalare Faktoren definiert ist. Beachte, dafl ¢y wie in
(3.32) normiert ist.

(ii) auBerdem gilt
b(b*)" =n (67)" + (67)"b, (3.34)

was durch vollsténdige Induktion bewiesen werden kann, wobei insbesondere (3.28) zum
Einsatz kommt. Aus dieser Relation folgt (multipliziere von links b* und rechts ¢)

b (b)" o =n (b")" 6o + (b*)”“@ —n (b%)" ¢o, (3.35a)
=0
dh. Av=2Xv mit A=b"b,v=(b")"¢, und A =n, (3.35b)

was einfach bedeutet, dafl (b™)" ¢g Eigenfunktion von b mit Eigenwert n ist. Der Ope-
rator bt heiit aus diesem Grund auch “Aufsteigeoperator”. (Wir zeigen noch, daf die
konstruierten Funktionen ungleich null sind.)

(iii) Sei nun irgendeine Eigenfunktion ¢ gegeben zu einem Eigenwert A > 0. Man kann analog
zu oben zeigen, daf

b"¢ ist Eigenfunktion von b"b zu Eigenwert A — n . (3.36)
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Der Operator b heifit aus diesem Grund auch “Absteigeoperator” Nun koénnen wir aber
fiir n eine beliebig grofle natiirliche Zahl wahlen, so dal A — n negativ wird. Eigenwerte
von b™b miissen aber > 0 sein. Dies bedeutet, dafl b™¢ = 0 fiir hinreichend grofies n gelten
muf. Sei nun ng die kleinste natiirliche Zahl, so daf3

b™p £ 0, aber b ¢ =bb"0¢p =0, (3.37)
woraus folgt, dafl b0 ¢ gleich bzw. proportional zu ¢q ist. Aus b™¢ = agy mit « # 0 folgt
(B b6 = a (67)™ ¢, (3.38)

und die linke Seite kann als P(b*b)¢ geschrieben werden, wobei P(.) ein Polynom ist,
Beweis rekursiv

() Bt =b*b,  (57)7 02 = bTbtbb = b (bbt — 1) b= (b70)° —bTb, usw.  (3.39)

wobei insbesondere (3.28) zum Einsatz kommt. Aber ¢ ist Eigenfunktion zu b*b mit Ei-
genwert \. Damit folgt fiir (3.38)

P} =P(N)g = a(b7)" ¢ = (b7)" 86 = P(bTh)d = P(N)e,  (3.40)

Nun kann die Zahl P(\) nicht null sein, sonst miifite die linke Seite ebenso null sein, also

¢ = PO (67)" ¢o, (3.41)

und damit ist ¢ vom Typ der unter (ii) konstruierten Eigenfunktionen.
O

Wir haben nun alle Eigenfunktionen bestimmt. Wenn wir nun benutzen/annehmen, daf§ das
vollstéindige System von Eigenzustdnden eines hermitischen Operators H analog zum endlich-
dimensionalen Fall eine Basis des zu Grunde liegenden Raumes darstellt, konnen wir sagen, dafl
die Zustdnde/Funktionen (¢, )nen, eine Basis des Raumes der quadratintegrablen Funktionen
darstellen und zwar eine Eigenbasis zum Hamiltonoperator H.

Wir wollen noch verstehen, warum die Funktionen wie in (3.19) mit (3.21) geschrieben werden
konnen. Wir schreiben dazu den “Aufsteigeoperator” um

1 . P -1 8 —1 2.2 8 k242
= s (i) = e (Hes ) = e () e
0 0

wobei die letzte Identitéit wegen der Produktregel gilt und Operatoren durch ihre Wirkung auf
Vektoren/Funktionen erklért sind:

0 k242 _R242 242 0
<%) e R0 2 (z) = —k2z e R0 i (z) e 7R /2%10(@ (3.43a)
— e R0 2 [ _j2xap(z) + Qw(x) _e e (g2 O ().
0 Ox 0 Ox
(3.43Db)
Damit gilt fiir n-malige Anwendung
(b+)n = (2_”1/)2 /2 (%) e #/2 wobei z := ko, (3.44)

und dies auf e **/2 angewendet liefert — bis auf die Normierung — die Funktion in (3.20,3.21).
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3.2 Kugelflichenfunktionen (Spherical Harmonics)

Wir wollen in diesem Abschnitt ein vollstédndiges Funktionensystem auf der Einheitssphére ken-
nenlernen. Wir werden mit sphérischen Koordinaten, d.h. mit Polar- und Azimut-Winkeln ar-
beiten. Es gibt viele Anwendungsgebiete

e Intensitétsverteilung der kosmischen Hintergrundstrahlung,

e Multipolentwicklung von elektrischen, magnetischen und Gravitations-Feldern,
e Berechnung von Energiespektren von Atomen,

e Konstruktion harmonischer Polynome in z,y, 2.

Wir wollen uns mit der Laplace-Gleichung und verwandten Problemen im R? befassen

ME(5ﬁ5;+&9f:. (3.45)

Man kann polynomiale Ansétze machen

f =T,Y,% (346&)
alles Losungen, 3 — dim Losungsraum ,
= Linearkombination von 2, y°, 2%, zy, yz, 2z (3.46b)
hier gibt es 5 linear — unabhéangige Kombinationen ,
= Ansatz mit homogenen Polynomen [. Grades bilden (l J; 2) — dim Raum
aber Losungsraum ist nur (20 + 1) — dimensional . (3.46¢)

Ein systematischer Zugang, auch zu nicht-polynomialen Losungen, bietet die Transformation
auf Kugelkoordinaten r,6, ¢

rsin 6 cos ¢
7(r,0,¢) = | rsinfsin ¢ (3.47a)
rcosf
. ad , 10 L, 1 0
@—gﬂma@,eW-afma@,ewwﬂM&fma@, (3.47D)

(positiv orientiertes Dreibein, insbesondere orthonormiert),

dV = r?drsin0df d¢ (Volumenelement), (3.47¢)

(3fﬁ 16fﬁ 1 of
Vi=gats r90° +rsin96_¢>€¢

(Gradient). (3.47d)
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Die Gradientenformel gilt, da €., rey, rsinf e, die Ableitungen von 7(r, 6, ¢) nach r, 6, ¢ sind
sowie

&V f = I 0.9), (3.482)
réy-Vf = % (F(r,0,0)), (3.48D)
rsinfé,-Vf = a% (7(r,6,9)). (3.48¢)
Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten lautet

19,0 1 0. 0 1
=\ 25" 5 T 2o 5 t s zs ) 4
! (r287’r or " 2sm6 00 Sm960+r25in298¢2>f (3.49)

Dieser Ausdruck folgt eindeutig aus den Eigenschaften von Divergenz und Gradient etc. Fiir
beliebige Funktionen ¥ und v mit geeigneter Asymptotik werten wir das Volumenintegral aus

/ AV A = — / AV - Vi (3.50a)
o -\ /[0 1/0-\/[0 1 o -\ [0
- KW) (51”) T (—M <W) e <a—¢¢) (a—ﬂ)]
(3.50b)
B (10 ,0 1 o . 0 1 92
= /dV’I?Z} (ﬁar 5 + 7‘2 SiHQ%SIDQ% + m%) Q/J (350C)

wobei von der 1. zur 2. Zeile die Gradientenformel (3.47d) und von der 2. zur 3. Zeile das Volu-
menelement dV = drdfdg r? sin 6 und partielle Integration bzgl. r bzw. 6 bzw. ¢ benutzt wurde.

Wir definieren den Drehimpulsoperator

L,

PxV=|[L,|, zB Lzzé(xg— a)' (3.51)

L= 9
I i dy T

—| 3

wobei jede Komponente selbstadjungiert ist! In Kugelkoordinaten

i . .0 10 _, 1 0
7_7,L =re, X (67«5 + 69;% + €¢ma—¢) (3.52&)
0 1 0

—

wobei von der 1. Zeile zur 2. Zeile benutzt wurde, dafl die Vektoren e, € und €, ein positiv
orientiertes Dreibein sind, wobei u.a. €, x €y = €, und €, x €5 = —ép gelten. In kartesischen
Koordinaten lauten € und €,

—sin ¢ cos f cos ¢
€y=| cos¢ |, é=|[cosOsing |, (3.53)
0 —sin6
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und der Drehimpulsoperator

—sin ¢% — cot f cos ¢%
L= cos (b% — cot fsin gzﬁa% ) (3.54)
0

o

i

St

Wir definieren nun hilfreiche Linearkombinationen

L* . 0 0
L* =1L, +iL — ="+ +icotd— :
1Ly, = ( 89+1C0t98¢>’ (3.55a)
L, o,
Wir brauchen Produkte dieser Operatoren
LTL~ o0 0 . 0 0
Al : —igp .
= el? <% +1icot eﬁ_gb) e (—% +icot 68—¢) (3.56a)
= —8—2 + ﬁicoté’ﬁ + cot 6 —2 —|—icot03 + icot92 _ﬁ + i(:0t02
002 00 0¢ 00 o) 0¢ 00 op )’
(3.56b)
-7+
% = wie oben mit ¢ <> —¢. (3.56¢)
Aus diesen Ergebnissen erhalten wir nun das Quadrat des Drehimpulsoperators
1 +7— -7+) A 0 2 o
2 (L*L=+ L L") = 2802 2C0t980 2 cot 9&252 (3.57a)
1 1 /1 _ 1
= (L2+ L2+ 12) = 5 <§L+L +5L Lt + Lg) (3.57b)
0? 0 0? 0?
= — <@ -+ cot 9% + cot? 987& + W) (3.57(2)
1 0 . 0 1 02
= — <sin6’% sin 9% + Zd 9(97152) : (3.57d)

Der Laplace-Operator lautet nun

N 2
Af = 19 2£_l<£> f, (3.58)

7“257‘ or r2\h

wobei der erste Differentialoperator allein auf die r-Abhéangigkeit und der zweite Differentialope-
rator auf die (0, ¢)-Abhéngigkeit einer Funktion wirkt. Die Konstruktion von Eigenfunktionen
von A gelingt nun in faktorisierter Form f(r)Y (6, ¢) wobei die Funktion Y (0, ¢) Eigenfunkti-
on von L? ist. Da der Operator L? offensichtlich mit L, kommutiert, konnen wir beide simultan
diagonalisieren.
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3.2.1 Simultane Diagonalisierung von L2 und L. (ab hier i = 1)
An Hand der Darstellung der Operatoren in Kugelkoordinaten sehen wir direkt
[L.,LF] = +L*, (3.59)

und
[P, Lz} ~0. (3.60)

Es gilt aber allgemeiner, und kann z.B. in kartesischen Koordinaten gezeigt werden, das Kom-
mutieren von L2 mit allen Komponenten von L

[E{ Lx,y,z] —0, (3.61)

woraus dann offenbar auch .
[[P, Lﬂ —0, (3.62)

folgt. Wir wollen dies nutzen.

Sei ¢ eine simultane Eigenfunktion zu L2 und L, mit Eigenwerten A und m. Wegen der Selbstad-
jungiertheit der Operatoren L? und L, sind A und m reell. Auf Grund der Operatorungleichung
der beiden selbstadjungierten Operatoren

> 12, (3.63)

d.h. wegen der Positivsemidefinitheit (3.30) der Differenz der Operatoren (L2—L? = L24+L; > 0)
mufl aber nun auch fiir die Eigenwerte gelten

A>m?. (3.64)

(Allgemeiner Fall: Seien A und B selbstadjungierte Operatoren mit A > B. Fiir einen Eigenzu-
stand v simultan zu A und B mit Eigenwerten a und b folgt 0 < (¢|(A— B)Y) = (¢|(a—b)y) =
(a—=b){Y) =0<a—0bbzw.a>0b.)

Wir kénnen schnell zeigen, dafl die Werte m ganzzahlig sein miissen. Denn die Eigenfunktion
zu L, mit Eigenwert m hat die Form

»(0,0) = f(0) -, (3.65)
aber 1(0, ¢) muf} in ¢ eine 2m-periodische Funktion sein, woraus die Behauptung folgt.
Wir zeigen, dafl auch L*v Eigenfunktion zu L2 und L, ist mit Eigenwerten A und m + 1

L2L¥) = LEL%) = ALy, (3.66a)
L.I* = (L., L*) + L*L.) ¢ = (£L* + mL*)p = (m £ 1) LYy, (3.66b)

wobei wir die Kommutatoreigenschaften der Operatoren benutzt haben. Wir sehen, dafl
die neuen FKEigenfunktionen Eigenwerte m 4 1 haben, die bei wiederholter Anwendung der
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Auf-/Absteige-Operatoren ohne Schranken wachsen bzw. fallen. Dies ist jedoch ein Problem,
wenn der Eigenwert die durch A gesetzte Schranke trifft. Es mufl also irgendeine Potenz von
L+t auf ¢ angewendet null ergeben, ebenso fiir L~.

Sei nun QZ die Funktion, die sich aus Anwenden von Potenzen von L™ ergibt und noch nicht null
ist, aber

Lt =0 (3.67)

erfiillt. Wir wollen diese Gleichung lésen. Sei der L.-Eigenwert dieser Funktion ¥ gleich (ganz-
zahlig). Offenbar wird ¢ von ¢ durch (I — m)-maliger Anwendung von Lt Operatoren erreicht.
Wir wissen

b= f(0)e", (3.68a)
0= LTy =e* (2 +icot (92) f(p)el® = ell+1)e (2 — I cot 0) f(0) (3.68b)
20 29 20 ! '

woraus folgt, dafl f(6) = c(sin #)" ist. Wenn wir fiir den Augenblick unwichtige Konstanten gleich
1 setzen, erhalten wir

Y = (sin)'e’ . (3.69)

Da die Funktionen, mit denen wir es zu tun haben, quadratintegrabel sein miissen, kann hier [
nur Werte genau aus Ny annehmen. Der Eigenwert dieser Funktion bzgl. L? ist (etwas rechnen)

A=1(1+1), (3.70)
Die Funktion 1; heifit weiter unten Y ;.

Wir hétten auch mit dem Operator L~ arbeiten kénnen und hétten eine Funktion ¢ gefunden,
fiir die X
L ¢=0 (3.71)

gilt mit Losung (konstanter Vorfaktor auf 1 gesetzt)
Y = (sinf)le . (3.72)

mit gleicher Zahl [, da ja der Eigenwert von QZJ zu L? derselbe sein muB wie der von Y. Die
Funktion 1) heifit weiter unten Y; _;.

Wir erhalten nun alle simultanen Eigenfunktionen zu L2 und L., indem wir fiir alle [ € Ny aus-
gehend von (3.69) bzw. (3.72) durch Anwenden von Lt bzw. L~ ein Multiplett an Funktionen
konstruieren. (Beide Verfahren liefern die gleichen Funktionen.) Es handelt sich bei gegebenem
[ um 2] + 1 viele Funktionen. Diese Funktionen werden (bei geeigneter Normierung) Y;,, ge-
nannt, wobei die Werte [ € No,m = =, —(l — 1),...,0,...l — 1,1 die Eigenwerte zu L2 und L,
liefern.

Alternativ, und fiir die Anwendungen direkter, ist die Benutzung der Funktion Y; o mit Eigenwert
[(l1+1) zu L* und 0 zu L, als Ausgangspunkt. Wir konstruieren nun eine Eigenfunktion zu L?,
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die nur von @ abhéngt, d.h. f = f(6). Mit (3.57d) erhalten wir (beachte h = 1)

1 0
sin 6 00

0, d,, d
SIDG%JC—%(I‘ —1)%

L’f = — f, (3.73)

wobel wir die Substitution z := cos 8 benutzt haben. Wir betrachten nun die einfache Identitat

d

dx(x — )" = 2nz(x* — )", (3.74)

und multiplizieren beide Seiten mit (2% — 1)

(22 = 1)D(z* — 1)" = 2nz(z® — 1)" ,mit D := dci (3.75)

Nun leiten wir beide Seiten (n + 1)-mal nach x ab und benutzen die Formel

n+1

D (ab) = > (” + 1) (D7a)(D™ ) (3.76)
N
wobei in unserer Anwendung auf (3.75) nur j = 0, 1,2 vorkommen
[(z* = 1)D"* + (n+1)22D™" + (n+ 1)nD"] (z* — 1)" (3.77a)
= [2nzD""' + (n+ 1)2nD"] (2® — 1)". (3.77b)

Wir bringen nun alles auf eine Seite
[(z* = 1)D""? 4+ 22D — (n+ 1)nD"] (z* — 1)" =0, (3.78)
und mit (2% — 1)D"2 + 22 D" = D(2% — 1) D" folgt
D(z* = 1)DD"(2* — 1)" = (n + 1)nD"(2* — 1), (3.79)

was bedeutet, dal f = D"(2* — 1)" die Gleichung (3.73) mit Eigenwert n(n + 1) erfiillt. Diese
Funktionen heien Legendre-Polynome. Wir haben hier gezeigt Y,y = F(cos#) (noch unnor-
miert)
1 (dY
P(z) = il <%) (% —1)". (Legendre — Polynome) . (3.80)
Mit Normierung lauten die Kugelflichenfunktionen (I =0,1,2,...)

20+ 1
=/ l+ 1/ l—l-m P™(cos0)e™, (0<m <, V= YL, (3.81a)

PM(z) = (=1)™(1 — 2%)™/? <dm) P(z), (zugeordnete Legendre — Funktion). (3.81b)

81



Wir interessieren uns an dieser Stelle nicht fiir die Normierung (die natiirlich in Anwendungen
duBerst wichtig ist) und wollen zeigen, daf man aus Y;,, durch Anwenden von LT tatséchlich
Y} m+1 erhélt. Dazu

. . 0 0 . ) 0
+ pmimeé _ Jig [ 2 : -~ mime _ Ailm+l)eé [ F m
LTPe e (ae+1cot98¢)Pl e e (89 mcotQ)Pl (3.82a)
= ellm+1e (— sin 98(3?)8(9 — m cot 9) P (3.82b)
= _ei(m+1)¢ v1— x2 (% + mﬁ) le . (382C)

Wir setzen nun den expliziten Ausdruck fiir P™ ein und wegen des auftretenden Faktors (1 —
2%)™? kénnen wir die Operator-Relation (beide Seiten auf eine Funktion v wirken lassen))

9 x Coavm2 _q o2ym2 O
<8x+m1—x2>(1 )™= = (1 —x%) 5 (3.83)

benutzen und finden
. . d m+1
L-i-leemw _ (_1)m-§—1el(m—i-1)<¢>1 /1 — .T2(1 _ $2)m/2 (d_> Pl(x) (3.84&)
x
= prtleimtl)e, (3.84b)
Abschliefend mochten wir darauf hinweisen, dafl die Funktionen Y}, ein vollstdndiges orthonor-
miertes Funktionensystem sind. Sie sind vollstédndig, da sie aus der vollstdndigen Diagonalisie-
rung der selbstadjungierten Operatoren L? und L, resultieren. Funktionen mit unterschiedlichen

Indizes, also (I,m) # (I',m’) sind orthogonal zucinander, da sie verschiedene Eigenwerte zu L2
und/oder L, haben. Es liegt ferner Normierung

/dQ th(g, ¢)H/7m/(9, ¢) = 5l,l’5m,m’ s (dQ = sin 9d6dgb) s (385)

vor, was wir hier aber nicht bewiesen haben. (Das Integral ist {iber den vollen Raumwinkel, also
die Einheitssphére mit 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27| zu nehmen.)

3.2.2 Harmonische Funktionen im R3

Wir kommen zum Ausgangsproblem zuriick und bestimmen Funktionen ¢ = f(r)Y,,.(6, ¢) die
Ay erfiillen. Nach (3.58) gilt

1 /0 ,0
AYp=—(=r*——-1l+1 Yim=0. 3.86
o= (5 1+ D) F00N (3.50)
Diese Gleichung wird erfiillt durch Funktionen f(r) = 7! und f(r) = r~(*1Y. Im ersten Fall
erhalten wir homogene Polynome in z,y,z vom Grad [. Im zweiten Fall handelt es sich um
harmonische Funktionen mit Asymptotik 0. Beide Funktionssidtze werden Sie in der Multipol-
entwicklung von Potentialen brauchen.

Wir betrachten die harmonischen Funktionen vom Polynomtyp. Fiir den Grad [ sind 7Y}, (6, ¢)
insgesamt 2/ + 1 viele homogene Polynome in z,y, z. Wir betrachten die ersten Fille explizit
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e [ =0

1
Yo0(0.¢) = In (3.87)
o[ =1
Yi0(0,0) = 3 0 Yi0(0,0) = \/3 3.88a)
1,0(7¢)_ WCOS ) 7”1,0(,@— 47TZ: ( a
3 i 3 .
Yi41(0,0) = F —Wsmﬁe , rY111(0,0) = F 8—7T(a:j:1y). (3.88b)
o[ =2

Y2,0<e,¢):,/127r(3cos 6-1),  1Vao(0,6) = | ——(2:2— 2% —y?), (3.80)

167
15 +ig 2 15 -
Yo 11(6,¢) = F1/ ——sinf cos fe™?, Yy 11(0,0) = F & z(x £iy), (3.89b)
T T
Voua(0,6) = || s sin? 06550 12, 15(0,0) = \| e (2 £ 2izy — ). (3.890)
222(0,0) =1\ 55 sin” fe rTYs 4+2(0, 397 z 1y —y -6JC

Im letzten Beispiel sehen Sie (wieder), daf§ die harmonischen homogenen Polynome vom Grad 2
einen 5-dimensionalen Unterraum des 6-dimensionalen Raums aller homogenen Polynome vom
Grad 2 darstellen.

Der allgemeine Ansatz fiir harmonische Funktionen im R? ist

(r,0,¢) = Z Z (amr" + bpmr ™) Y0 (0, 0) - (3.90)

=0 m=—1

Je nach Problemstellung tauchen nur manche Terme auf. Insbesondere durch Randbedingungen
konnen sehr viele Terme wegfallen. Betrachtet man einen derartigen Ansatz fiir beispielswei-
se ein Potential in einem ladungsfreien endlichen Volumen, so sind die b-Koeffizienten null, da
ansonsten das Potential im Ursprung divergiert. Betrachtet man hingegen das Potential au-
Berhalb einer kompakten Ladungsverteilung fiir beliebig grofie Absténde, so sind praktisch alle
a-Koeffizienten null, es sein denn es ist ein externes Feld tiberlagert (in vielen Anwendungen ein
homogenes Feld, dann diirfen a, ,, ungleich null sein, aber a;,, = 0 fir [ > 2). Wir wollen diesen
Fall detailliert untersuchen.

3.2.3 Multipolentwicklung

Nach Coulomb ist das von einer Ladungsverteilung p(7) erzeugte Potential gleich

(7
B(F) — / gy 2 (3.91)
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Wir betrachten nun den Fall, dal p nur innerhalb eines gewissen Radius R von 0 verschieden
ist, also im Integral 7/ betraglich kleiner als R angenommen werden kann. Wir sind im weiteren
daran interessiert, das Potential aulerhalb R zu kennen. Wir konnen daher annehmen

7] > R > |F|. (3.92)

Dies ist eine typische Situation beim Arbeiten mit elektrischen Feldern, die von Atomen und
Molekiilen etc. erzeugt werden. Aber auch Gravitationspotentiale auflerhalb der erzeugenden
Massenverteilung konnen so behandelt werden.

Es gelten die folgenden Identitéten

1 1 =
|7 — 7| B 12+ 1% — 201 cosy Z rl+1pl (c0s 7). (3.93)

wobei v der Winkel zwischen 7 und 7’ ist, sowie

™y

l

wobei € und €’ Einheitsvektoren mit sphérischen Winkeln 6, ¢ und ', ¢’ sind. Wir wollen diese
Identitdten (zunéchst) nicht beweisen, sondern zeigen, was man mit Ihnen erreicht.

Wir setzen (3.94) in (3.93) ein

1 = 4 1
e =3 T Y Yia(6,9) 7Y (0, ) (3.95)

und dieses in (3.91) und erhalten

o(r) = ZQHWH > Yim(6,9) / &' p(F )Y (0, ) (3.96)
m=—1

Wenn wir nun das sphérische Multipolmoment' ¢, definieren als (die gestrichenen Integrati-
onsvariablen konnen hier gefahrlos ohne Striche geschrieben werden)

G = / drp(F)r'Y;, (0,6) (3.97)
R3

dann lautet das Potential

O(F) = l TL > GmYim (0, 0). (3.98)

! Achtung: In der Literatur gibt es Normierungen, bei denen ein Faktor auftritt Q. := ¢ m+/47/(20 + 1).
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Dies ist die sogenannte (sphérische) Multipolentwicklung (I = 0,1,2,3, ... korrespondieren zu
Monopol-, Dipol-, Quadrupol-, Oktupol-, ...-Beitridgen).

Mit den iiblichen Normierungen der Literatur kann man auch schreiben
=1 l AT
O(r) = —_— mA | == Yi.m (0, 3.99
=35 2 Qg 7¥im @) (3.992)

4
Q= [ o'y 5000, (3.99b)

Fiir [ = 0 ist iibrigens Qoo die Gesamtladung (). Grundsitzlich hat jede Ladungsverteilung
beliebig viele hthere Momente ungleich null. Bei groflen Abstédnden dominieren natiirlich
die niedrigeren Momente. Dies ist praktisch der einzige Grund, warum Sie fiir Objekte mit
nicht-verschwindender Gesamtladung in den meisten Vorlesungen nur das Monopol-Moment
beriicksichtigt gesehen haben. Auflerdem sind fiir alle radialsymmetrischen Ladungsverteilun-
gen die Multipolmomente mit [ > 1 gleich 0. Fiir ladungsneutrale Objekte ist natiirlich das
Dipolmoment (sofern ungleich 0) das wichtigste.

Wir haben hier Anwendungen in der Elektrostatik behandelt. Wir konnen auch Kugel-
flachenfunktionen in der Dynamik, also bei zeitabhéngigen Problemen mit Gewinn benutzen.
So erzeugen zeitabhéngige Multipolmomente elektromagnetische Strahlung. Hier ist definitiv
das Monopolmoment einer isolierten Ladungsverteilung nicht relevant, egal wie grof§ es ist: es
ist zeitlich konstant! Daher ist fiir die Strahlungserzeugung der Dipolfall, also die Dipolstrah-
lung am wichtigsten. Es gibt natiirlich auch Quadrupolstrahlung etc.

Astrophysikalische Objekte erzeugen Gravitationsfelder, wobei das Monopolmoment immer
grofer als null ist. Im statischen Fall ist dieses Moment dominant. Fiir die Erzeugung von
Gravitationswellen sind zeitlich verénderliche Massenverteilungen wesentlich. Wegen der Mas-
senerhaltung (in erster Ndherung) und der Erhaltung des Schwerpunktes einer isolierten
Massenverteilung mit nur inneren Kréften, ist das Monopolmoment zeitlich konstant, aber auch
das Dipolmoment. Daher ist fiir Gravitationswellen die Quadrupolstrahlung am wichtigsten.

3.2.4 Anwendungen als vollstindiges Funktionensystem auf S*

Hier soll in aller Kiirze eine Anwendung von Kugelflichenfunktionen in der Untersuchung der
kosmischen (Mikrowellen) Hintergrundstrahlung genannt werden. Die Hintergrundstrahlung ist
im Mittel eine Schwarzkorperstrahlung mit Temperatur (von heute) 2,725 K. Die Temperatur
der Strahlung ist der einzige Parameter, der auler Naturkonstanten in die Planck-Formel der
Energieverteilung eingeht.

Eine genaue Analyse =zeigt jedoch eine Raumwinkelabhéingigkeit der  Tem-

peratur  dieser  Strahlung. Die folgenden  Abbildungen entstammen  Wikipedia
https://de.wikipedia.org/wiki/Hintergrundstrahlung.
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Die Temperaturverteilung ist eine Funktion des Raumwinkels und kann nach Kugel-
flachenfunktionen entwickelt werden:

9] l
AT(0,6) =D > amYim(0,6). (3.100)

(Hier fehlt der Term [ = 0, der den Mittelwert beschreibt, also ago = 2, 725K . Deshalb steht auf
der linken Seite die Schwankung AT'(0,¢) = T'(6, ¢) — ao.) Man interessiert sich nun fiir die
Koeflizienten a;,,. Man {iberlegt sich, da die Koeffizienten selbst koordinatensystemabhéngig

sind, aber nicht die Gréfie
!

Cri= Y luml, (3.101)

m=—1

also die Summe der Betragsquadrate fiir festes [.

Die gerade gemachte Aussage kann man wie folgt verstehen: Sei P, der orthogonale Projektor
auf die Funktion Y7, im Raum aller 0, ¢p-abhéngigen Funktionen, dann ist

l
Pi:=> P, (3.102)

m=—I

der Projektor auf den Eigenraum zu L2 mit Eigenwert [(I + 1). Dieser Eigenraum ist invariant
unter Koordinatentransformationen, denn diese werden erzeugt (Details in der Quantenmecha-
nikvorlesung oder Gruppentheorie) von den Operatoren L, , ,. Diese Operatoren kommutieren

aber mit L2. Somit gilt D~'PD = P,, wobei D die Darstellung der O(3)-Operation, also der
Drehung des einen in das andere Koordinatensystem, im Funktionenraum ist.

Nun gilt aber fiir den Erwartungswert von F, bzgl. einer jeden Funktion ¢ (z.B. ¢ = AT)

l l

(W P) = > (W Pnth) = > @V Yimlth) = > af arm = Cr. (3.103)

m=—I m=—1 m=—I

2Bitte diese Projektoren P, ., und P, nicht mit den Legendre-Polynomen und assoziierten Legendre-Funktionen
P(z) und P"(x) verwechseln.
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Warum gilt die Koordinatensystem-Unabhéngigkeit von (¢| P1)? Wenn das Koordinatensystem
gedndert wird, so wird ¢ auf eine Funktion D transformiert, mit D wie oben. Es gilt aber

(DY|PDY) = (Y| DT PD ) = (Y|Py) (3.104)

=P

wobei benutzt wurde, dal D unitér ist, d.h. D¥D = id bzw. DT = D=1

Wir haben gerade gesehen, dafl C) eine “gute” physikalische Grofle ist. Die Analyse zeigt
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Man sieht charakteristische Strukturen. Es bedarf einer Theorie zur Entstehung bzw. der Dyna-
mik des frithen Universums, um diese Strukturen zu verstehen oder umgekehrt, die Daten sind
ein Priifstein fiir die Theorie. Wir wollen aber festhalten, dal das Maximum bei [ ~ 200 be-
deutet, daf ein grofler Teil der Temperaturschwankung mit Funktionen aufgelést werden kann,
die ca. 200 Extrema bei Umlauf um einen Grofikreis besitzen. Dies bedeutet, daf die typische
Ausdehnung eines dunklen (hellen) Flecks 360/200 = 1,8 Grad betrigt.

3.2.5 Nachtrag zu Kugelflichenfunktionen

A) Mit den Uberlegungen des letzten Abschnittes, d.h. der Benutzung des Projektors P, im
Raum der 0, ¢p-abhéingigen Funktionen auf den Eigenraum zu L2 mit Eigenwert /(I + 1), konnen
wir auch die Identitdt (3.94) leicht herleiten. Hierbei handelt sich weniger um eine Rechen- als
um eine Argumentations-Leistung. (Siehe auch die grundsétzlich flankierende Ubungsaufgabe
11.1.)

Seien v und v’ zwei Funktionen, die auf der 2-dimensionalen Sphére einen Massenpunkt des Ge-

wichtes 1 und der Lage bei Q = (0, ¢) bzw. ' = (¢, ¢') beschreiben. (Mehr zu derartigen “Dirac-
Delta-Funktionen” im néchsten Kapitel.) Sei ® eine stetige Funktion auf der 2-dimensionalen

87



Sphére, dann gilt beispielsweise

(]@) = /52 dQ ¢ (Q)2(Q) = ©(0,¢), und (P[Y) =*(0,¢), (3.105)
und analoges fiir ¢/'.

Wir betrachten die Grile (¢|P')? und gehen wie in (3.103) vor

l l

WP = > (WPmt) = Y (Vi) (Yim|t) ZYlm Y70, ¢).  (3.106)

m=—1 m=—I1 m=—I

Nun wollen wir (wie im vorherigen Abschnitt) die Invarianz des Projektors P, unter Drehungen in
R3 ausnutzen. Wir kénnen durch ein Element aus O(3) den Einheitsvektor in Richtung (¢’, ¢')
auf (0,0) und gleichzeitig den in Richtung (0, ¢) auf (v,0) abbilden, wobei v der invariante
Winkel zwischen den betrachteten Einheitsvektoren ist. Sei D die Wirkung (Darstellung) der
betrachteten Drehung im Funktionenraum. Es gilt

l
P=D'PD = (|Py) = @ID*RDY) = (DY)|P(DY)) = D Yim(y,0)Y;3,(0,0),

m=-—1

(3.107)
da die Funktionen D und Dy’ nun Massenpunkte bei (y,0) und (0,0) beschreiben. In der
Summe sind die meisten Terme gleich null, da Y7’ (0,0) = 0 fiir m # 0. Daher erhalten wir

20+1
(W P) = Yio(7,0)Y75(0,0) = ——

Pi(cosvy)F(1). (3.108)

Uberzeugen Sie sich davon, da (3.80) P;(1) = 1 liefert (es zéhlen nur Beitriige, bei denen jeder
(r? — 1)-Faktor genau einmal abgeleitet wird; es gibt {!-viele Terme dieser Art, die sich zu 2'
auswerten). Mit (3.108) und (3.106) folgt

l

Z Y0, ¢) (3.109)

Py(cos )

also (3.94).

B) Wir wollen nun auch noch (3.93) beweisen. Den Hauptteil erledigen Sie in Ubungsaufgabe
11.2. Dort zeigen Sie

\/1—2u.r+u2 Zc ( )

mit gewissen (reellen) Koeffizienten ¢,. Man braucht nun nur noch r = 1 einzusetzen, so dafl
wegen P,(1) =1

1
=> e (3.111)

3Bitte diese Projektoren P, ., und P, nicht mit den Legendre-Polynomen und assoziierten Legendre-Funktionen
P(z) und P"(x) verwechseln.
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Nun ist aber die Reihenentwicklung der linken Seite einfach die geometrische Reihe > 7 ",
so daf3 der Vergleich ¢, = 1 liefert.

C) Die Orthogonalitét und Normierung der Legendre-Polynome lautet

1
p
Az P, () Py (2) = 61y —— 112
/_193 (@) Pn(@) = Onimg = (3.112)

wobei die Orthogonalitét klar ist (Eigenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten von [_:2),
aber die Normierung noch zu zeigen ist. Wir quadrieren die Gleichung (3.110) mit ¢, = 1 und
integrieren iiber x € [—1, 1], wobei wir die Orthonormiertheit der Legendre-Polynome benutzen

1
— n+m 2n 2
/d 1_2m+u2 Z /d:pP Zu /de ). (3.113)

1

n,m=0
=0 fur n#m
Das Integral auf der linken Seite ist
1 o)
1 1 1 1 1+u 2
dp——r——— = ——log(1 — 2 =1 = o (3.114
/ $1—2ux+u2 2u og( ux—l—u)gc:_l uOgl—u 2271—1-1“ ( )

Der Vergleich der Ausdriicke (3.113,3.114) liefert (3.112).

Mit C) ist die Orthogonalitdat und Normierung der Y o-Funktionen gezeigt. Die Orthogonalitét
und Normierung aller Y;,,-Funktionen folgt “einfach” mittels Operationen, die die Auf- und
Absteiger LT benutzen. Wir kommen hierauf evtl. in der TP3 “Quantenmechanik” zuriick.

3.2.6 Anwendungen in der Elektrodynamik

Wir betrachten nun Strahlung in der Elektrodynamik, also Lésungen der Wellengleichung im
ladungsfreien Raum

1 0? 0? 0? 0? 1 02
- - _ — === —A 11
<c2 otz Ox2  Oy? 6z2> v ( 2 0t? ) v= (3.115)

Die Losungen zu dieser Gleichung sind die (Uberlagerungen von) ebenen Wellen

el(kFr—wt) (3.116)
mit der Bedingung
2
- w
k:2—c—2:0. (3.117)

Wenn wir monochromatische Wellen, also mit festem w betrachten, gibt es immer noch “viele”
Losungen, ndmlich Uberlagerungen von ebenen Wellen mit Wellenvektor £ beliebiger Richtung,
aber fester Lange k = w/c.
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Zwischenfazit: Die ebenen Wellen sind simultane Eigenfunktionen zu

o 0 0
5 3y 5 (3.118)

und dann natiirlich auch Eigenfunktionen zum Laplaceoperator mit Eigenwert —k&2.

Im Prinzip ist mit den ebenen Wellen alles gesagt. Das Leben wird schwieriger, wenn wir Materie
hinzufiigen. Eine Standardsituation ist gegeben, wenn eine ebene Wellen mit wohldefinierten k , W
auf ein kleines Hindernis, z.B. ein Atom trifft und elastische Streuung stattfindet: das vom Atom
emittierte Strahlungsfeld hat immer noch die Zeitabhéngigkeit wie durch w gegeben (d.h. die
zugehorigen Photonen haben die gleiche Energie wie die einfallenden: Aw). Das Streufeld kann
aber grundsitzlich aus einer Uberlagerung von allen Wellen zu Wellenvektoren k mit festem
Betrag (= w/c), aber beliebiger Richtung bestehen. Ferner ist die Uberlagerung dieser ebenen
Wellen eine Funktion, die bei zunehmendem Abstand einen charakteristischen Abfall zeigt, der
nicht durch einfaches Hinschauen auf die Fourierentwicklungskoeffizienten zu sehen ist. Es gibt
zu diesem Problem ein adaptiertes Funktionensystem, bei dem

AL L., (3.119)

simultan diagonalisiert werden. Bei dem genannten Streuproblem treten haufig im Streu-
feld nur wenige Funktionen dieses Typs auf. Wir ignorieren ab jetzt (wieder) die gleichartige
Zeitabhéngigkeit aller Funktionen und betrachten die Ortsabhéngigkeit.

Wir benutzen nun (3.86) und schreiben den (negativen) Eigenwert als —k? und die Eigenfunktion

als ¥ = f(r)Y..(0,9)

1 /0 ,0
% (gt~ 104 D) F00i = 1) Yi. (3.1200)

Die verbleibende Differentialgleichung ist unabhéngig von m und betrifft nur die r-Abhéngigkeit
der Funktion, also den Radialanteil f(r), so dafl wir auch schreiben kénnen

TiQ <§7’2§ — 1+ 1)) f=-kf (3.121)

Der Operator auf der linken Seite hat die eigentiimliche Eigenschaft, homogen zu sein. Dies soll
heiflen: unter einer Variablensubstitution p = kr bleibt der Operator formgleich, wird aber mit
einem konstanten Faktor multipliziert, nimlich mit A2

k(0 ,0 o,
= <a_pp i _z(z+1)) f=—kKf. (3.122)

Wir teilen nun durch &2 und bringen alles auf eine Seite

19 ,0 (+1\ ,
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Dies ist die DGL der sphdrischen Zylinderfunktionen. Es gibt zwei unabhéngige Losungen, die
sphdarische Bessel- und die sphdrische Neumann-Funktion

Jilp) und  mu(p), (3.124)

wobei die Losung j; (n;) bei p = 0 regulér (singulédr) ist und folgende Asymptotik hat

p 'sin (p — gl) , p— 00,
TOEE S, (3.125)
@0+ )il p—0.

Hier bezeichnet (2 + 1)!! das Produkt (21 +1) - (2l —1)...3 - 1.

Die Funktionen j;(p) sind “elementare Funktionen”, der Form

i(p) = aip) sinp + (=1)"1g1-1(p) cos p, (3.126)
deren Bestandteile sich aus Rekursionsformel und Anfangsbedingungen
20+1
gi+1(p) + gi1(p) = ) 9(p) (3.127a)
1
9o(p) = 57 9-1(p) =0, (3.127b)

fiir alle [ € Z ergeben. Was ist die Bedeutung der j;(p) mit negativen Indizes? Wir bemerken,
daBl j;(p) und j_;_1(p) dieselbe DGL erfiillen, aber linear unabhéngig sind. Dies liefert (bis auf
das Vorzeichen)

mi(p) = (=1 joa(p).- (3.128)

Wir brauchen in vielen Féllen von Streuproblemen der Quantenmechanik nur die j;(p) mit
nicht-negativen Indizes.

Wir erhalten die Bessel DGL, indem wir ersetzen

Jilp) = 21/) “Z1(p) - (3.129)

Fiir die Funktion Z,(p) (hier mit v = [ + 1/2) erhalten wir
o 0 2
<— $o 1 ”—) Z,(p) =0, (Bessel DGL) (3.130)

mit Losungen Bessel- und Neumann-Funktion
J,(p) und N,(p). (3.131)

Der Zusammenhang mit den “sphérischen Funktionen” lautet

) =\ [ By ), o) =[Ny o) (3.132)
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3.3 Distributionen

Wir wollen hier singuldre Objekte wie punktférmige Massen- und Ladungsverteilungen in
mehr- oder minder sauberer konzeptioneller Weise erfassen. Man findet im Zusammenhang
mit der Losung von (partiellen) Differentialgleichungen das Konzept der Greenschen Funk-
tion, die als Losung zu einer punktférmigen Quelle (Kraftsto, punktférmige Ladung usw.)
aufgefafit werden kann. Wir haben es aber geschafft, diese Sichtweise zu vermeiden, in-
dem wir vollstdndig reguldre Objekte, nédmlich kontinuierliche Ladungsverteilungen benutzt
haben, wobei wir von Anfang an mit Konvolutionsintegralen arbeiten mufiten. Aber die allge-
meine Ladungsverteilung, mit der man arbeiten muf}, mag auch punktférmige Objekte enthalten.

Eine andere Anwendung hatten wir im Abschnitt 3.2.5 “Nachtrag zu Kugelflichenfunktionen”
kennengelernt. Auch das hétten wir vermeiden kénnen, aber hier holen wir nach, was sich hin-
ter den Konzepten “Distribution”, “Testfunktion” und beispielsweise “Dirac-Deltafunktion”
verbirgt. Hinter diesen Konzepten verbirgt sich durchaus die physikalische Realitéit, dafl
das Ausmessen von Verteilungen von irgendwelchen Objekten/Groflen mit MeBinstrumenten
nicht punktférmig moglich ist, sondern mit einer endlichen, wenn auch wohl immer besseren
Auflésung geschieht. So werden Verteilungen bzw. “Distributionen” mit mehr oder minder lo-
kalen “Testfunktionen” ausgeprobt bzw. getestet.

Die generelle Idee basiert auf folgender Beobachtung. Wir betrachten Funktionen auf R™ oder
einer offenen Teilmenge davon. Sei g eine derartige Funktion, dann ist auf dem (Teil-) Raum
der Funktionen f, fiir die das Integral

/ e g(a)f(0) (3.133)

wohldefiniert ist, eine lineare Abbildung auf dem Funktionenraum in die komplexen Zahlen
definiert, ein sogenanntes Funktional. Wir mogen dieses Funktional G nennen, so dafl

G:f— d"xg(z)f(x) € C. (3.134)

Rn
Es mag aber auch Funktionale T" geben, die auf einem Teilraum aller Funktionen f(x) definiert
sind, also linear sind

T(Mf1+ Xafo) = MT(f1) + XoT(f2) € C, (A1, A2 Konstante) (3.135)

aber nicht als Integral geschrieben werden kénnen. Dazu gehort die “Dirac-Distribution” 6,
definiert durch

o (f) = f(r), (3.136)

d.h. das Funktional 4, bildet die Funktion f auf eine Zahl ab, die gegeben ist durch den Funk-
tionswert von f bei r. Bemerkung: (i) in Anwendungen ist diese Distribution nur “sinnvoll”,
wenn f(z) bei r stetig ist, (ii) man ist versucht, fiir stetige f(x) die Dirac-Distribution durch die
“Dirac-Deltafunktion” " (z) (iiberall 0, aufier bei x = 0, Gesamtintegral gleich 1) zu realisieren.
Dann wiirde gelten

/n d"x 6" (x —r)f(x) = f(r) /n d"zé"(x—r)=f(r)-1= f(r). (3.137)
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Aber offensichtlich ist dieses 0"(z) keine “richtige Funktion”. Bestenfalls kann die Wirkung
der Distribution ¢, durch eine Folge “richtiger Funktionen” approximiert werden (Funktionen,
die immer schirfer um x = 0 lokalisiert sind). Und mit dieser Vorstellung kann man gut ar-
beiten. Alle mathematischeren bzw. rigoroseren Formulierungen miissen hiermit kompatibel sein.

In diesem Abschnitt soll Thnen gezeigt werden, wie mit Objekten, die keine “richtigen Funktio-
nen” sind in Form von Distributionen gearbeitet werden kann. Die Strategie ist folgende: (i)
(fast) jede “richtige Funktion” kann als “Distribution” aufgefafit werden, der Raum aller “Dis-
tributionen” ist aber viel grofler; (ii) mathematisch und physikalisch wohldefinierte Gleichungen
werden gelost, indem hilfsméBig Gleichungen im Distributionssinn gelost werden, (iii) das phy-
sikalische Objekt wird als Distribution gefunden und die sich dahinter verbergende “richtige
Funktion” identifiziert.

Den Distributionen liegen (zwei) Rédume von sogenannten Testfunktionen zu Grunde.

Definition 3.4. Der Testfunktionenraum D(R™)

Zu Grunde gelegt wird die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die einen
kompakten Trager haben C°(R™), d.h. auferhalb einer kompakten Menge null sind.

Wir fordern folgenden Konvergenzbegriff (Topologie): Eine Funktionenfolge ¢; in C°(R™) kon-
vergiere gegen ein Element ¢ in dieser Menge, wenn wir gleichmdfige Konvergenz der Funktio-
nen und aller Ableitungen bzgl. der Supremumsnorm haben

86!

S (@) o) o, (3.138)

o
ox -

lim '
j—o0
wobei « ein beliebiger Multiindex ist und den Grad einer beliebig hohen, gemischten Ableitung
bezeichnet.

Definition 3.5. Die schnell fallenden Funktionen bzw. der Schwartz-Raum S(R™)

Zu Grunde gelegt wird die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die selbst
sowie alle thre Ableitungen beliebigen Grades schneller im Unendlichen abfallen als die Kehr-
werte beliebiger Polynome. Soll heiffen: wir verlangen von einer derartigen Funktion ¢, daf die
Supremumsnorm endlich ist

8 9" 1
‘x e ‘oo < 00 (3.139)
fiir alle Multiindizes o und (3.
Man fiihrt eine geeignete Topologie ein.
Die Menge D(R™) liegt (dicht) in S(R™)

D(R™) C S(R™). (3.140)

Der Raum der Distributionen wird als Dualraum zum Raum D(R") definiert und mit D'(R™)
bezeichnet. Dies ist die Menge aller stetigen linearen Funktionale auf D(R™), oder mit an-
deren Worten, der linearen Abbildungen von D(R™) in die komplexen Zahlen mit endlicher Norm.
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Nachtrag: Die Norm || A || einer linearen Abbildung A ist die kleinste Zahl a € R, fiir die
| Az < alle | git.

Stetigkeit von linearen Abbildungen ist dquivalent zur Endlichkeit der Norm.

Achtung: nur in endlichdimensionalen Rdumen folgt aus Linearitédt schon Beschrénktheit.

Der Raum der temperierten Distributionen wird als Dualraum zum Raum S(R™) definiert und
mit S’(R™) bezeichnet. Dies ist die Menge aller stetigen linearen Funktionale auf S(R™). Wegen
(3.140) gilt

D'(R") > S'(R"). (3.141)
Beachte, dafl die Nichtgleichheit dieser Mengen ein Resultat der unendlichen Dimension der

“beteiligten” Raume ist und wir Stetigkeit der linearen Funktionale fordern.

Beispiel(e) 3.6. (Reguldre Distributionen)
Durch stetige Funktionen g € C'(R™) erzeugte Distributionen T,

T,(¢) = /n d"z g(z)p(x) € C. (3.142)

Hier kniipfen wir an unsere Einleitung an. Wir konnen hier aber Spezifischeres zum Defini-
tionsbereich sagen. In (3.142) sind alle ¢ € D(R") erlaubt. Falls (3.142) fiir alle ¢ € S(R")
erlaubt sein soll, darf g nicht zu schnell wachsen. Daher werden generell die Elemente in S'(R")
langsam wachsende Distributionen genannt, oder mit mehr Fremdworten: temperierte Distribu-
tionen.

Bemerkung: (i) Die Dirac-Distribution ist keine reguldre Distribution, also per definitionem
eine “singuldre Distribution”. (ii) Wir werden Gleichungen fiir “ordentliche Funktionen” als
Distributionen 16sen. Die verbleibende Aufgabe ist, eine Distribution 7" als ein T, mit eindeuti-
gem ¢ zu identifizieren.

Operationen auf Distributionen

Die Distributionsraume D'(R") und S’'(R") sind Vektorrdume und daher sind Addition und
Multiplikation mit komplexen Zahlen per se definiert.

Multiplikation mit einer Funktion
Sei T eine Distribution, f eine beliebige Funktion aus C*°(R™). Wir definieren das Produkt fT'
als Distribution durch die Operation auf eine beliebige Testfunktion ¢

(fT)(¢) :==T(fo), (3.143)

was wohldefiniert ist, da f¢ eine Testfunktion ist.

Differentiation
Sei T eine Distribution, dann definieren wir die Ableitung von 7', genannt 9,7, durch die Ope-
ration auf eine beliebige Testfunktion ¢

(0:,T)(¢) = =T(9:0). (3.144)
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Es liegt Wohldefiniertheit vor, da auch 0,¢ eine Testfunktion ist. Die Verallgemeinerung auf
beliebig hohe, gemischte Ableitungen ist offensichtlich.

Im Falle von regulédren Distributionen liefern die obigen Definitionen gerade die {iblichen Resul-
tate. Sei also T' = T, mit einer stetigen bzw. differenzierbaren Funktion g. Es gilt

(fTy)(0) = Ty(fo) = /n d*z g(x) f(x)p(x) = Tre(0), (3.145)

und

@1)0) = - [ dag@oow) = [ Poldg@lo@ =Taso). (3140

wobei nach dem zweiten Gleichheitszeichen eine partielle Integration durchgefiihrt wurde und
der Oberflaichenterm null ist. Man sieht, dal auch d,¢ im Distributionssinn definiert ist, selbst
wenn ¢ als Funktion nicht differenzierbar ist.

Beispiel(e) 3.7. Ein “extremer Fall” von Nichtdifferenzierbarkeit als Funktion liegt bei der
“Dirac-Deltafunktion” 6" (x) bzw. der Dirac-Distribution vor. Natiirlich ist 0, differenzierbar

(020,)(¢) = —0,(0p0p) = —(020)(r) . (3.147)

Beispiel(e) 3.8. Die “Dirac-Deltafunktion” §(z) bzw. die Dirac-Distribution im FEindimensio-
nalen ist selbst eine Ableitung und zwar der Heaviside-Sprungfunktion © mit ©(x) = 0 bzw. 1
fiir x <0 bzw. x > 0.

O.Ta)(6) = ~To(0,6) = — [ s () = [ dvd'la) = ~o(o)f; =600), (149

wobei wir integriert und benutzt haben, daff ¢(x) bei oo null ist.

Fouriertransformation
Wir hatten fiir Funktionen f aus £;(R™) definiert

FIAk) = (2i)n /_ Z e (), (3.1492)

F S () = / T kit fk). (3.149b)

Sei f nicht nur aus £4(R"), sondern stetig und auch F[f] stetig, so gilt fiir jede Testfunktion ¢
Trip (@) = /R ) d"k F[f] (k)¢ @ / ) d" k / ) d"ze " f(2)p(k) (3.150a)

~ [ @2 s@ o)) = T/(Flo) (3.1500)

Unter den genannten Voraussetzungen ergibt diese Identitdt Sinn, wenn Folgendes beachtet
wird. Laut (3.142) soll das Argument von Ty eine Testfunktion sein. Falls wir voraussetzen,
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dal ¢ € D(R"), so liegt F[¢] nicht mehr in diesem Raum, aber in S(R™). Interessanterwei-
se liegt auch fiir ¢ in dem groBeren Raum S(R") D D(R") die Funktion F|[¢| in S(R™). Der
Schwartz-Raum S(R™) ist also invariant unter der Fourier-Transformation.

Wir arbeiten daher von nun an mit dem groferen Raum an Testfunktionen S(R™) und mit
dem kleineren Raum an temperierten Distributionen S’'(R™). Wir definieren fiir temperierte
Distributionen 7" die Fouriertransformation F[T'] tiber

FIT](¢) :=T(F9]), (3.151)

so daf3
FlTy] = Ty - (3.152)

Soviel zur “Rechtfertigung” der Definition (3.151): die Fourier-Transformation einer Funktion
liefert dasselbe, gleichgiiltig ob sie als Funktion oder als (regulére) Distribution aufgefait wird.

Beispiel(e) 3.9. Die Fourier-Transformation der Delta-Distribution §, ist die Exponentialfunk-
tion E,

1 .
E. (k) = ——e " 1
R (3153)
denn . -
Flo:](0) = 0.(Flol) = Flol(r) = @) / d"k e ¢(k) = Tp,(9). (3.154)
Insbesondere ist die F'T der Delta-Distribution oy die konstante Funktion mit Wert ﬁ (Je

nach Normierung der FT kann die Konstante auch schlicht 1 sein.)

Beispiel(e) 3.10. Die Fourier-Transformation der ebenen Welle bzw. Exponentialfunktion
Ey(z) = &% (3.155)

1st die Delta-Distribution
FlTg,] = 6, (3.156)
denn
FITR)(0) = To, (Flo) = [ dwe™Figla) = (F o Fiol(h) = (k) = 8u(0) . (3157

wober wir die Figenschaften der Hin- und Riicktransformationen vom Fourier-Typ fir “ordent-
liche Funktionen” benutzt haben.

Bemerkung: In der Physik drehen wir diese gerade durchgefithrte Uberlegung traditionell um.
Der Physiker-Beweis, dafl die Operationen F und F~! zueinander invers sind, wird mit der Be-
obachtung gefiihrt, dal die F'T der ebenen Wellen die Delta-Funktion liefert.

Losung von linearen partiellen DGL
Wir hatten schon die Poisson (-artige) Gleichung

(—A +m?)V(x) = drp(x), (3.158)
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gelost. Wir wollen dies hier erneut durchfithren und auf den ersten Blick ein wenig kompak-
ter als im ersten Teil von Abschnitt 2.7.1 leisten. Wir werden auflerdem die Rechnungen mit
“Delta-Distributionen” in Physiker-Manier durchfithren und erst weiter unten Elemente ma-
thematischer Rigorositéit einflechten.

Wir stellen uns vor, dafl die Ladungsdichte p(x) aus Ladungspunkten aufgebaut ist (diskret oder
kontinuierlich). Wenn wir die Losung G(x;y) zu einer Punktladung der Grofie 1 und beliebiger
Lage y finden

(—A +m?)G(z;y) = 476%(x —y), (A wirke auf x), (3.159)

dann kénnen wir wegen der Linearitit des Differentialoperators durch geeignete Uberlagerung
der G(z;y) mit verschiedenen y-Werten, d.h. durch ein Integral

Viz) = / 0y Gl y)ply) (3.160)

eine allgemeine Losung angeben. Da ferner der Differentialoperator translationsinvariant ist
(Funktion erst ableiten, dann verschieben = Funktion verschieben, dann ableiten), suchen wir
7

eine Funktion G(z;y), die nur von der Differenz der Argumente abhéngt: “G(x;y) = G(x —y)”.
Fiir diese Funktion G mit einem Argument brauchen wir nur zu lésen

(A +m*)G(r) = 476°(z) . (3.161)

Losung mittels Fourier-Transformation fiir Distributionen
Wir nehmen die Fourier-Transformation beider Seiten und wenden die iiblichen Rechenregeln
an, d.h. V — ik, und (3.154) fiir n = 3 wobei das Argument r hier x heifle

~ 47 .
4+ m?)G(k) = ——e . 3.162
(K m)G(k) = 5 e (3162)
Wir sind etwas salopp vorgegangen, wobei wir die Distribution G als Funktion G(z) betrach-
tet haben (sonst wire die gesamte Miihe ja auch nutzlos) und somit eine Funktion G(k) als
Fourier-Transformierte hat. Wie man streng im Distributionssinn die Fourier-Transformierte
einer abgeleiteten Distribution zu behandeln hat, ist im Anhang gezeigt. Wir erleichtern uns
aber das Leben mit dem pragmatischen Zugang. Mit (3.162) finden wir direkt das bekannte
Zwischenergebnis (2.109) oder explizit
~ 1 A
Gk)=——5—, 3.163
) = Gy s (3.163)
wobei diese Funktion tatséchlich FT-riicktransformierbar ist, wie wir schon gesehen haben. Das
Ergebnis ist

e7m|x|

Gz) = . (3.164)

|z
Diese Rechnung ist eigentlich nicht einfacher als die in Abschnitt 2.7.1. Wir haben allerdings

das Konzept einer punktférmigen Ladung sauber umsetzen konnen und auf diesem Wege das
von ihr erzeugte Potential G(x) als regulédre Distribution bzw. “normale Funktion” hergeleitet.
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“Unabhingiger Beweis” der Losung im Distributionssinn
Wir haben gezeigt, daf3

(A +m*)G(x) = 476 (z), mit G(r) = —— (3.165)

Die Funktion G(x) ist eine “normale Funktion”, wenn auch mit einer Singularitét bei z = 0, die
immerhin integrabel ist (in 3d). Die Anwendung des Differentialoperators kann nur auflerhalb
dieser Singularitdt als Funktion verstanden werden. Wir wollen zeigen, dal beide Seiten im
Distributionssinn, also mit Testfunktionen geprobt gleich sind. Eigentlich miifite (3.165) als

(A +m?*)Tg = 47y . (3.166)

geschrieben werden.

Wir wenden beide Seiten auf eine beliebige Testfunktion ¢(x) an. Die rechten Seiten von (3.165)
bzw. (3.166) liefern natiirlich

/R @ Ams(@)p(x) = 4mo(0) b, Amo(g) = 4m(0). (3.167)

Wir wenden nun die linke Seite von (3.165) auf ¢(x) an und benutzen die iiblichen Rechenregeln
wie partielle Integration

/R3 Pr[(—=A+m?)G(x)]p(r) = /R3 &r G(2)(—A +m?)é(z), (3.168)

wobei wir die rechte Seite auch wegen der Definitionsregeln fiir Ableitungen von Distributionen
direkt hétten hinschreiben kénnen bzw. sollen

(A +m*)Tg) (¢) = Te((—A +m?)) = /Rg &Pr G(x)(—A +m*)p(x). (3.169)

Und genau diese rechten Seiten von (3.168) und (3.169) Seite sind wohldefiniert, da der
Laplace-Operator auf eine Testfunktion angewendet wieder eine Testfunktion ergibt und die
Funktion G(x) bei x = 0 zwar eine Singularitit besitzt, diese aber integrabel ist (in 3d). Wir
wollen zeigen, dafi das Integral unabhéngig von der Testfunktion ¢(x) immer 47¢(0) liefert.

Als besonders geeignet werden sich wieder Kugelkoordinaten 7,6, und die Darstellung des
Laplace-Operators darin (3.49) erweisen. Der Grund liegt darin, dafl die Funktion G(x) in diesen
Koordinaten zu e™™" /r also unabhéngig von 6 und ¢ wird, so daB sich die Integration bzgl. der
Winkel schnell durchfithren 148t. Das auszufithrende Integral lautet nun

9 e " _ng(?_ 1 0. 0 1 &
/drrd&sm@dgo—r ( =5 3 T281n0898m989 T 07 +m? ) é. (3.170)

Das Integral iiber den 3. Summanden l&8t sich am schnellsten ausfiihren, da
s
/ gpa 2¢——¢ :O. (3.171)
0

98



Das Integral iiber den 2. Summanden 148t sich fast genauso schnell ausfithren

19 .9, 9
/0desmesmeﬁsme%gb_sme%qs‘o_0. (3.172)

Von (3.170) verbleiben nur zwei Terme im Integranden

9 e 10 ,0 9 / /°° ,e 10 ,0 9
222 — [ 40 S S
/drr df sin Odyp . ( r28rr 8r+m)¢ d i drr " r28rr 8r+m 0,

(3.173)
wobei wir die Q = (0, ¢)-Integration {iber den gesamten Raumwinkel noch ausfiihren miissen.

Nun schreiben wir das innere Integral (“r-Integral”) durch Zusammenfassen der Terme im In-
tegranden als

/OO dre ™" —22 — ra—Q +rm? ) ¢ (3.174)
0 or  Or? ' '
Wir wenden auf den 2. Term eine partielle Integration an
> —mrnr 82 —mnr a oo > —mnr 8
/o dr (—re”™™") ﬁgf) = —re Egb’o —|—/0 dr (1 —mr)e Eqb, (3.175)

wobei der Oberflichenterm null ist. Das Integral (3.174) nimmt nun die Form

OO —mr d 9 2
/0 dre ( 5~ M, +m ?") o, (3.176)

an. Der 1. Term liefert nach partieller Integration

oo 8 oo oo
/ dre™ ™" (——) p=—e"¢p +/ dr (—m)e ™ ¢. (3.177)
0 or 0 0
=¢(0)
Der 2. Term liefert
/ dr mre™™" (—2) ¢=—mre "¢ - +/ dr (m —m?r)e ™. (3.178)
0 or 0 0

Dies alles in (3.176) eingesetzt liefert letztendlich

= ¢(0), (3.179)

was iiber den gesamten Raumwinkel integriert 47¢(0) ist. Dies beweist (3.165), wenn auch et-
was umstéandlich.

Deutung/Probe der Singularititen im Distributionssinn
Wir haben nun zweimal unabhingig gezeigt, daf3

(A +m*)G(z) = 4wd*(z), mit G(r) = —— (3.180)
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Ein pragmatischer Beweis erfolgt so: (i) man zeige zunéchst, dafl auBerhalb der Singularitéit bei
x = 0 die linke Seite 0 liefert, (ii) man zeige, daf bei z = 0 eine Deltafunktion mit Gewicht 47
vorliegt, indem man iiber eine (kleine) Kugel K (0) zentriert um 0 mit Radius € integriere, wo-
bei die “iiblichen” Rechenregeln befolgt werden.

Wir ersparen uns Schritt (i), da dies elementar moglich ist. Fur Schritt (ii) werten wir das
Integral aus

/ P (—A +m?)G(z) = / dx (=A)G(z) + O(?) (3.181a)
K(0) Ke(0)
_ / PV - VG(z) + O() (3.181D)
K(0)
- _/ dAVG(z) + O(e?), (3.181c)
Se(0)

wobei wir den Gauflschen Satz angewendet haben und zum Schluf} ein Flachenintegral {iber die
Sphére S.(0), d.h. die Oberfliche der besagten Kugel durchzufithren haben. Dieses Integral ist
vollig singularititenfrei. Wir finden fiir den Gradienten

1
oot O™, (e} =2 ) (3.182)

2]

wobei €, der Einheitsvektor in Richtung des Ortsvektors ist. Das Integral in (3.181c) wertet sich
nun zu

— (47é?) (—é) + O(e) =41+ O(e), (3.183)

aus, wobei wir am Limes € — 0 interessiert sind: 4.

Rechenregeln Wir formulieren hier einige Rechenregeln im Eindimensionalen, bevor wir uns
dem allgemeinen Fall zuwenden

1. fiir eine stetige Funktion f(z) gilt
f(z) - d(x —xo) = flxo) - 6(x — x0), (3.184)
2. fiir einen reellen Parameter a gilt

d(ax) = —d0(x), (3.185)

3. fiir eine reelle Funktion f(z), die bei ihrer Nullstelle z( differenzierbar ist

1
0(f(x)) = ——d(x — xq), 3.186
sowie offensichtliche Verallgemeinerungen zu Funktionen mit mehreren Nullstellen, wie
1
d(zr —a)(x—0)) = @ =0 [0(z —a) + 6(x —b)]. (3.187)



4. Fourier-Transformation

1 [ .
5(/{):% / dre * (3.188)

5. Delta-Funktion fiir lokal holomorphe Testfunktionen

lim ( L 1, ) = 2rmid(z), bzw. lim L wo(z), (3.189)

0t \x —ie x+ie =0+ 12 4 €2

und weiterhin

, 1
lim -
e—0+t T F e

=PV (é) + 7ié(z) (3.190)

wobei mit PV das Hauptwertintegral gemeint ist (principal value), also auf eine Funktion
¢(x) angewendet

PV /_Z @daj = Eliré}r (/_: @dw + /600 @dw) . (3.191)

Beweis. Wir wollen die Rechenregeln kurz begriinden.

1. fiir die stetige Funktion f(z) und eine beliebige Testfunktion ¢(x) gilt
[ st~ 20 f(@)ote) = Flan)(oo) = [ deda - m)feo@), (3192

2. fiir den reellen Parameter a und eine beliebige Testfunktion ¢(x) gilt (sei o := sgn(a))

[ dwstanyots) =5 [ dar)san)oassa) - 1 / dysyely/e)  (3193)

—00 a [e.e] (e

:f/_oo dy3(y)oly/a) = 119 ’/ dz 5(z)d(z), (3.193b)

a

3. fiir die reelle Funktion f(z), differenzierbar bei ihrer Nullstelle z folgt mit y = f(x) und
dy = f'(z) dx ist

00 To+e f(zote)
/ 0 5 (2))é(x) = / 0 5(f (2))é(x) = / WS W)

o o oo L)
(3.194a)
1 . 1
= ch(f (0)) = |f’(m0)|¢(x0) (3.194b)
|f’ o) ‘/ dx §(x — xo)p(x) , (3.194c)

wobei der Betrag nach dem ersten Gleichheitszeichen in (3.194b) erscheint, weil fiir Ablei-
tung f'(xo) > 0 (< 0) die Integralgrenzen f(z¢ — €) kleiner (groBer) und f(zo + €) groBer
(kleiner) als 0 sind.

101



4. Fourier-Transformation: klar nach (3.156).

5. Ein Beweis kann aufgebaut werden auf der Beobachtung, dafl die Funktion
€
I 3.195
r? 4 €2 ( )
ein Gesamtintegral iiber ganz R unabhéngig von e gleich 7 besitzt und fiir x # 0 gegen 0
geht, wenn € — 07. Natiirlich reicht punktweise Konvergenz nicht aus, um die Behaup-
tung zu zeigen. Aber auflerhalb einer Umgebung [—§, 4], wobei hier 6 > 0 eine kleine
festgehaltene Zahl ist, liegt gleichmifige Konvergenz vor etc. Wir werden aber gleich

einen ganz anderen Beweis kennenlernen.

Aus (3.189) kann (3.190) mit

Ly L (3.196)

r—ie T +ie 12+ €2 ’
hergeleitet werden. Das Integral iiber die rechte Seite multipliziert mit einer Funktion
¢(z) sollte das Hauptwertintegral liefern. Mit der folgenden Uberlegung werden wir je-

doch der Betrachtung von Funktionen in der Néhe ihrer Singularitéiten entledigt.

Fiir eine in der Ndhe von 0 holomorphe Testfunktion f(z) reicht es zu zeigen

lim dx f(x) ( Lo > = 2mif(0), (3.197)

=0+ J_;5 r—1e x+ie

wobei ¢ eine kleine positive Zahl ist, derart dafl die ganze Kreisscheibe mit Radius 6 um 0
im Holomorphiebereich der Funktion f(x) liegt. (Wir halten § fest und lassen € — 07 ge-
hen.) Dann gilt die Aussage auch fiir ein groferes Integrationsintervall, da auf R \ [—4, d]
die Beitridge im Limes € — 07 wegfallen. Die Aussage (3.197) zeigen wir, indem wir nach
Cauchy den geraden Integrationsweg von —¢ zu 0 zu Kreisbogen deformieren konnen, oh-
ne das Integral abzuwandeln.

Fiir den ersten (zweiten) Summanden benutzen wir einen Halbkreisbogen C_ (C,) in der
unteren (oberen) Halbebene von —d zu 4.

/i 4 f() (517 i e @ le ie> B /c_ e % B /C+ dr xffi)e (3.198a)
H/Cdx@—/ﬁdx@ :/cdx%x) — 2mif(0),
(3.198D)

wobei in der 2. Zeile der Limes ¢ — 07 einfach durchgefiihrt werden konnte, da der
Integrand gleichméBig stetig in € ist: das Argument x bleibt weit genug, im Abstand 9,
von 0 entfernt. Die beiden Halbkreisbogen (mit Minuszeichen fiir C, ) fiigen sich zu einem
ganzen Kreisweg im positiven Sinn zusammen und zuletzt wurde die Cauchy-Integralformel
benutzt.
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Dieses Argument kann nun auch auf den Beweis von (3.190) angewendet werden

* o) ¢(z) ¢(z)
/OO dx e /R\[M dx P + /[5,5] dx T (3.199)

wobei 0 > 0 wie oben ist. Die Gleichung gilt fiir festes 6 und beliebige €. Das zweite Integral
konnen wir mit den Wegen C; umschreiben

¢(x) _ ()
/[5,5] e rTie /cjF e T Fie’ (3.200)

und dann gefahrlos den Limes ¢ — 0™ nehmen

(=) (=)
(3.199) — R\P&’&]dx " +A1dx pat (3.201)

Das erste Integral auf der rechten Seite liefert im 6 — 0 Limes das Hauptwertintegral und das
zweite Integral liefert fiir 6 — 0T gerade :I:% mal das volle Kreisintegral im positiven Sinn, also
+227i¢(0) = £mig(0).

Rechenregeln im héherdimensionalen Fall
Sei A eine nicht-singulére lineare Abbildung R™ — R", dann gilt

§"(Ax) = | det A| 716" (x) . (3.202)

Wir beweisen dies mit der Substitutionsformel fiir Integrale von Funktionen auf R".
/ " 5" (Az)é(z) = | det A" / "y 5" (AA~Ty)p(A1y) (3.203a)
n Rn
= | det A|—1/ d"y 0" (y)d(A™ty) = | det A|714(0). (3.203b)

Sei f : R" — R"™ eine Abbildung mit einer “Nullstelle” zg, d.h. f(zo) = 0 € R™, und f sei
differenzierbar bei xy mit nicht-singulérer (n x n-) Jacobi-Matrix Jf/dz bei xq. Es gilt

-1

of 3" (z — xo) . (3.204)

x xo)

5(f(x)) = \det (a—

Auch dies wird mit der Substitutionsformel fiir Integrale von Funktionen auf R"™ bewiesen, wo-
bei wir auf Grund der Voraussetzungen annehmen koénnen, da8 f(z) in einer Umgebung von x
invertierbar ist.

Distributionen auf Mannigfaltigkeiten

Dies wird mit Hilfe von “Karten” auf Mannigfaltigkeiten auf den Fall von Distributionen auf
(Teilmengen von) R" zuriickgefiihrt.
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4 Anhang

Theorem 4.1. (Fourier-Transformation der Ableitung einer Distribution)
Die Fourier-Transformierte von 0;T mit 0; = 0y, ist

FIO,T)(6) = (OT)(FI6)) = ~T(O,Fld)) = —T ( 0 | ) dnke-ik%(k)) (41a)

1 = ny, n—ikT 51, _ ik
_7 (x - G /_ ke 1k]¢(k)> — T(Fk s k() (4.1b)
= FIT|(k = ik;¢(k)) = i(F[T] o M;) (o), (4.1c)

wobei M; eine Funktion k — ¢(k) auf die Funktion k — k;p(k) abbildet.
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