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1 Relativistische Quantenmechanik

1.1 Spezielle Relativitatstheorie / Notation

Betrachte einen kontravarianten 4er-Vektor

z = (22", 2% 2%) = (a¥) (1.1)
mit 2° = ct und 7 = (2', 2%, 2°) (1.2)
mit der Metrik (g, )
1
—1
() = . (1.3)
—1

und dem Skalarprodukt (Summenkonvention fiir wiederholte, entgegengesetzt gestellte

Indizes)
_ w, v .0 0 - =
Ty =gurt'y =y —T-7. (1.4)

Ein kontravarianter Vektor x liefert im Skalarprodukt mit g den dualen kovarianten
Vektor.

Ty = g’ (1.5)

Einschub: Der kontravariante 4er-Raum ist dual zum kovarianten 4er-Raum: Der zu
einem Raum V duale Raum V* ist die Menge der linearen Abbildungen auf V. Liegt
ein Skalarprodukt vor, gibt es einen kanonischen Isomorphismus von V' und V*.

Daraus folgt:

rg=a’=ct, x;=-a', i=1,2,3 (1.6)
r-y=auy" =aly,, (1.7)
gwj = (g_l);wa (18)

wobei g mit zwei kontravarianten Indizes so definiert ist, daf dieses Objekt aus dem

kovarianten Vektor wieder den kontravarianten macht.



Die partiellen Ableitungen 9, 0" sind wie folgt definiert:

0 10 =
%= g @)= (357)
0 10 =
oo Wy — [ 22
J ox,,’ (9%) (c@t’ V)
Das Skalarprodukt liefert den d’Alembert-Operator

1 0?

= 1
0= 9,0 =~z + V2=~ o+ A

c? Ot? c? Ot?

Mit dem 4er-Impuls

Zuletzt notieren wir die Kontinuitatsgleichung fiir erhaltene Grofen

0 =~ - ;
5P+ Vi=0 mit () =(cp,])

=0,5" = 0.

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Tensoren, die in kontra- bzw. kovarianter Weise aus anderen kontra- bzw. kovarian-

ten Tensoren aufgebaut werden, haben unter der Lorentzgruppe ein wohldefiniertes

Transformationsverhalten, insbes. ist der d’Alembert-Operator ein Skalar.

1.2 Klein-Gordon-Gleichung'|

Analog zur nicht-relativistischen Quantenmechanik benutzen wir die Substitution

0 h-
E—ih—, p— =V.
— 1 5% p—)iV

s. Schwabel, S.116 ff

(1.15)



Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung folgt mit obiger Ersetzung sowie
Anwenden auf eine Wellenfunktion die Klein-Gordon-Gleichung:
2 _ 22 2 4 , O 2 2 2 4
E* =cp”+m°c %—h@\ll:—hcA\I!~l—mc\If (1.16)
&(h*0,0" + m*c*)¥ =0 Klein-Gordon-Gleichung. (1.17)

Probleme der Klein-Gordon-Gleichung

Wahrscheinlichkeitsdichte In der Quantenmechanik gilt fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichte p = U*W = |¥|? die positiv ist und fiir die eine Kontinuititsgleichung

ailt
p= U0 (1.18)
=5 (v Py—pBy) (119
Vj = 2Bl = 1o [(Ber)(Po) + 0B — (By)(By) — 0By (120)
— 3 lingu—u(inge) | = - (vgurege) (1.21)
— ) (1.22)
Aber hier:

U*(R?0,0" + m*c*)¥ = 0
T(720,0" + m2c) W = 0
= U9,0M — 19,0M0" =0
& 0, [UrOMT — VoY = 0.

Wir definieren als 4er-Stromdichte

ih
o
I 2m

(UM — WoHv™) (1.23)
fiir die die Kontinuitatsgleichung gilt sowie

Oujt =

10 . .
' =cp= 2Z—(\IJ*\II — WU¥*) < Problem: nicht notwendig positiv
me
= h - =
= L (TVT - UV,

2mse



Beschreibt in der QF T Ladungsdichte und simultan Teilchen sowie Antiteilchen.

Zu gegebenem p gibt es positive und negative Energien

By = 41/ + m2ct = hw. . (1.24)

Es gibt daher zwei freie Losungen/ebene Wellen

(7, t) = C - ekt (1.25)
mit o E
4
k== - —_ . 1.2

Die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung lautet:

- d3k ™ i(kF—w N i(kF—w
U(F, 1) :/W{A(k)e (Frwst) L B()elk fﬂ} (1.27)

e negative Energien = Probleme in Thermodynamik und Statistik, nicht stabil
e indefinite Dichte, negative Beitrige durch Beitrige mit negativer Energie
e beschreibt nur Teilchen ohne Spin bzw. mit Spin 0

e Auflosung der Problematik in der Quantenfeldtheorie: negative Energien liefern
iiber Lochanregungen Antiteilchen mit positiver Energie; konsistent fiir Fermio-

nen, Bosonen haben Propagatoren/Greensche Funktionen zum KG-Operator.

Historische Bemerkungen: Die KG-Gleichung wurde schon vor Klein und Gordon un-
tersucht und zwar durch Schrédinger selbst und auch Fock. Schrédinger hatte sogar
die KG-Gleichung mit Coulombpotential, also ein Wasserstoffatom mit “Elektron oh-
ne Spin” gelost, aber eine andere Feinstruktur gefunden als experimentell beobachtet.

Darauthin verwarf er diese Theorie und veroffentlichte sie auch nicht.

1.3 Dirac-Theorie

Zur Vermeidung der Probleme bei der Klein-Gordon-Gleichung nutzte Dirac eine Dif-

ferentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit und wegen der beabsichtigten relativistischen



Invarianz auch mit Ableitungen 1. Ordnung bzgl. des Ortes mit folgenden Ansatz:

L0 h
zha\ll = <—_ckz:;ak8k+ﬁm02>\ll (1.28)
e
H = (caP + fmc?) (Dirac-Gleichung) (1.29)

wobei «;, i = 1,2,3 und 8 (hermitische) Matrizen sind und ¥ ein mehrkomponentiger
Vektor mit komplexen Feldern ist. Wir fordern, dass die Komponenten von ¥ die
Klein-Gordon-Gleichung erfiillen, so dass die ebenen Wellen die relativistische Energie-

Impuls-Beziehung

H?U = B2V = (2p? + m?*c")V, (1.30)
erfiillen. Ein Vergleich mit , also

(cap + pmc?)? = (*p* + m*ct) (1.31)

liefert Bedingungen fiir «;; und f:

o + g = 205 (1.32)
a8+ Bag, =0 (133)
p=1 (1.34)

Die Wahl einer skalaren Grofe f = £1 fiihrt zu ap = 0 und steht im Widerspruch
zu (1.32). Daher entscheidet man sich hier fiir die Dirac-Losung (den sog. ‘kleinsten’

Matrizen):
ﬁ=<12 ) ak:< a’“) (1.35)
—]]_2 Ok

wobei o), Pauli-Matrizen sind, welche die Antikommutatorrelation

{O'j,O'k} = 25]k (136)



erfilllen. Wir nennen (1.29) die Dirac-Gleichung, mit

¥y
)
v=| ? (1.37)
s
vy
Kontinuitatsgleichung
Die Wahrscheinlichkeitsdichte
und die Stromdichte
j=cUtaw (ohne Ableitungen) (1.39)
ergeben sich aus
Oyrp = L [wr v - (v vl (1.40)
ot ih
- N
—— (vt (V) w+ (cavy) w (1.41)
—_———
=VU+ca
= -V (¥tcav) (1.42)
und es folgt die Kontinuitédtsgleichung
ot =0 (1.43)

-,

mit der Viererstromdichte (j#) = (¢p, 7). Die Wahrscheinlichkeitsdichte p aus (1.38)) ist
nun positiv definit! Sie kann also im Rahmen der 1-Teilchen-Theorie als Wahrschein-

lichkeitsdichte interpretiert werden.

v-Matrizen

Durch den Gebrauch der sogenannten Gamma- oder auch Dirac-Matrizen kann die

Dirac-Gleichung alternativ formuliert werden. Sie sind wie folgt definiert:

=8, A= By (1.44)



Aus ((1.29) folgt mit dieser Definition

[ih(7°0y + v*0,) — mc]¥ = 0 (1.45)
& (thy"0, — me)¥ =0 (1.46)
bzw. (y*P, — mc)¥ =0 (1.47)
wobei 9, = (12, V), P, = ihd,. Die y-Matrizen haben folgende Eigenschaften:
{7 =2¢" 14 (Clifford-Algebra) (1.48)
() =7 (HF =" (1.49)

1
mit 70 = ( 2 ) , Y= ( ok > (1.50)
—]]_2 —O0k

Es ist iiblich statt der “einfach” adjungierten Wellenfunktion folgende Konstruktion zu

benutzen

Die Stromdichte 14t sich somit schreiben als

J* = ety = eyt (1.52)
Losungen der Dirac-Gleichung
Ohne auBere Felder dienen ebene Wellen

U(7, 1) = uelFr—et) (1.53)
= ue " (1.54)

als Ansatz mit (k") := (%, k). Einsetzen in die Dirac-Gleichung 1) liefert:
(v P, — mc)ue”** =0 (1.55)
wobei P, = ihd,. Und damit gilt

hk07 = 0

), (1.56)
—hk, u=1,2,3.

Pue_ka — hkue—zkw — e—zk’x . {



Um dieses 4-komponentige lineare Gleichungssystem zu 16sen, wihlen wir

) )
X P2 X2

und es folgt fiir die Dirac-Gleichung (1.47)) mit (1.56]), wobei p, = Rk,

by e = [P0 mOe = ()X ) &
0 me) ( (~po — me)x + (75) ) ’ 9

Zunéchst einmal wollen wir die zu einem p gehorige Energie bestimmen. Aus der letzten
Gleichung folgen die Beziehungen
po po

P — _ 1.59
al—— X= ¥ (1.59)

Damit diese Bedingungen mit nichttrivialen ¢ und x konsistent sind, mufs gelten

(p5)”
py — m*c?

Es gilt aber (po)? = p*, so daf wir die bekannte relativistische Energieformel erhalten.
Wir werden negative Energien nicht los.

Wir wihlen ¢ (x) per Ansatz fiir Energien £ > 0 (£ < 0) und darauf folgt dann y

(¢):

1 0
e /> 0: Wahle p; = , Py =
0 1
pe (1 Frme?
= = = .

= (p1—ip2)c

po 0 B
é X? == = EjPSCQ
Po +mc 1 E-+mc?

‘kleine Komponenten’ (1.61)




1 0
o [/ < 0: Wahle x5 = . X4 =
0 1
ﬁa_, 1 |E‘p30 . A
= = —_—— = — +mc
¥3 Do — me 0 (|]2E1‘—:_171:i)2c
. (p1—ip2)c
po 0 e
Sy L
Po—me \ 1 Eime ) )

Deutung der Losungen

‘kleine Komponenten’  (1.62)

e positive Energien: klar

e negative Energien: Im Grundzustand sind negative Energiemoden vollstandig be-
setzt, Lochanregungen sind Teilchen positiver Energie; Bild ist konsistent fiir
Spin—%—Teilchen (allgemeiner: halbzahlige Spins); dies sind in relativistischer QFT
Teilchen fermionischer Natur. In Quantenfeldtheorie sind Teilchen und Antiteil-
chen gleichberechtigt behandelt. Die Dirac-Theorie mit kleinsten * Matrizen

vom Format 4 x 4 stellt eine Vorhersage der Existenz von Antiteilchen dar.

1.4 Pauli-Gleichung

Nun betrachten wir die Kopplung an das elektromagnetische Feld. Dazu ersetzen wir
den Impuls (auch ‘minimale Kopplung’ genannt)
Pt — PH — eAH (1.63)

-,

mit (A*) = (2, A). Es tritt ein skalares elektrisches Potential e® als Ruheenergie in H

dazu

H = cd(P — eA) + e + fmc? (1.64)

Dadurch wird die Dirac-Gleichung invariant gegeniiber Eichtransformationen und es
folgt

("0, — ey* A, — me)¥ = 0. (1.65)

10



Mit O = [ ¥ folgt
X

(zh% —ed — mc2> ¢ =c(P — eA)y, (1.66)
(zh% —ed + m02> X = (P — eA)Fp. (1.67)

Fiir stationdre Zusténde ih%\lf = EV und fiir positive Energien, die klein und nicht-

relativistisch sind

E=mc+ E ~mc (1.68)

klein

und kleine Potentiale ® ergibt sich u.a.

0
ih— —e® +mc? ~ 2mc’. (1.69)
ot
E~mc?
Sodann aus ((1.67))
(E' — e®) p = (P — eA)dy, (1.70)
o2mctx = ¢(P — ed)dy (1.71)
Dies in einander eingesetzt liefert
(B~ e®)p = 5 [P~ )l (172
2m N~—— . ‘

=:a

Fiir das weitere Vorgehen wird zunéchst das Quadrat des Produktes dc ausgerechnet

(es tauchen hoch und tiefgestellte Indizes auf und wir wenden die Summenkonvention

11



an, dies hat jedoch nichts mit kovarianten und kontravarianten Objekten zu tun)

(&‘_’)(&)_’) = ZGJU](I O = Z CL] 00k = Zajakéjk + Zajakiejklal (173)
= j;gkchl gk Gkl
=at+i Z(Pj — eAV)(P* — eAM)ejn0
g,k
— 72 4 S (pipk,. 2 AT AR, — oPI Ake. — e Al Pke.
=a ‘l—’L(P P €5kl O] +e ATA €kl O1 eP’A €ik10] eA’P Ejk‘lo-l)
=0 =0

= @ —ie(PTAY — A"PY)eju00 = @ — (VAP — A"V )ej0
=@ —ch(V x A)-& = —chB &

Setzen wir das Ergebnis aus (1.74]) in (1.72)) ein, erhalten wir die Pauli-Gleichung

, 15 oo eh 5
(E'—ed)p = lZm(P eA) 2mB a} ©, (1.74)
0 1 = -y eh

wobei wir in der letzten Zeile mit ¢ eigentlich exp(£mc?t)y meinen.
Fiir nicht zu starke Felder A = %é x 7 kénnen wir wie folgt rechnen (und quadra-

tische Terme ignorieren sowie benutzen, daf P; und A; kommutieren)

(P—eA)?=P"—e(fx P\B=P"— LB (1.76)
und damit folgt
(P’ h
e »= eh_
h—p=|———LB——dB 1.
R TAd 2m  2m om’ |7 (177)
r =2
P e - "
=|——-—(L+25)B 1.

mit S = 7225'. Der Faktor 2 vor dem Spin S ist der gyromagnetische Faktor.
Weitere relativistische Korrekturen konnen mit Hilfe der Foldy-Wouthuysen-Transformation

U = ¢~V beriicksichtigt werden. Aus der Dirac-Gleichung folgt dann

10V = He ™0 (1.79)
=iV =HV, H =e5H—id)e ™, (1.80)

wobei H obere und untere Komponenten bei geeigneter Wahl von S weitestgehend

12



getrennt halt.

1.5 Relativistisches Coulomb-Problem

Wir betrachten das Coulomb-Potential (V := e®, A = 0)

Vir)=—1, (1.81)
r
sodass sich der Hamilton-Operator
H = ca@P + fmc® + V() (1.82)

ergibt. Wir setzen (|1.82)) in die Eigenwertgleichung H¥ = E'V ein und formen um

(c@P + Bmc?)¥ = (E -V (r)¥ |- (c@P + Bmc?)
(1.83)
(PP M) = (a7 + fme)(E V(1) W= u() (1.8)
(@B + m2 ) = [(E — V(r))(caP + fmc?) — %@(W)}xp 1(T83) (1.85)
(P m2) 0 = [(E—V(r)? - ?c&(ﬁm v, (1.86)

wobei wir benutzt haben VV(r)¥(r) = V(r)VU¥(r) + U (r)VV(r). Weiterfithrende
%,—/
(VV(r)e(r)
Strategie: Riickfithrung der Gleichung auf bekannte Eigenwertgleichung in Radialform

der nichtrelativistischen Quantenmechanik. Wir ersetzen in ((1.86)) das Impulsquadrat

durch radialen Impuls und Drehimpuls

9 51 0? 1 -

und erhalten

107 1 -, E? 2By ~* ihy
2 2 == 2 .2
<—FL ;w T_2L —g — 027“ _W — ﬁOﬁ” +m-c U =0 (188)
1 02 1 2By  E?
2 A (A 2 2 _
—h rort 2 ( h) - ecr 2 e | =0, (1.89)

13



mit (Temple’s) Operator A und Spin-Operator S

1, == iy -~ h(fd o0
A= —=(2LS + k) — —ar, S == 1.90
h( _'_ ) CTQT’ 2 ( O 0__, ) ( )
A? = L*+2LS+1* — =, (1.91)
C
g 2 >77/
AA+R) =12 - L - ap (1.92)

c? cr

wobei die zweite Zeile aus der ersten folgt, aber eine gewisse Rechnung erfordert
(Ubungsaufgabe. Beachte: A ist die Summe von zwei Termen, die antikommutieren!)
Die dritte Zeile folgt dann einfach aus der ersten und zweiten und rechtfertigt die
Zusammenfassung der Terme wie in benutzt.

Um die Eigenwerte von A? zu finden, formen wir um

c? ~~ 4 2
EW: j(j+1)h2
R o2 1)? v
L 2 v (2 2 T
=j(j+1h* + YR (j + 2) h z (1.94)

Achtung: in QM I taucht auch ein Ausdruck A(A + k) auf, wobei aber dort A nur in
dieser Kombination erscheint und per def. nicht-negativ ist. Dies ist hier anders! Wir

erhalten die Eigenwerte von A

A = £h), (1.95)

C

N2
Ao = —i—\/(j + 5) —a? a= hl (Feinstrukturkonstante, v = €?). (1.96)

Damit folgt fiir die Eigenwerte A2[(I + 1) von A(A + h)

- A A = +hA
| = 0s Thio (1.97)
Ao — 1, A= —h)\,
Angewendet auf (1.89)) folgt die Radialgleichung
1 02 I(I+1) 2By E?
2 2 2 2
(-h ;w?“"‘h 2 — 2r — C_2+m Cc v =0 (198)

Bemerkungen:

e gleiche Struktur wie in QM1

14



° l~(l + 1) > 0 auker fiir kleine j (z.B.: j = %)
o ritl Asymptotik bei r ~ 0 immer noch physikalisch (auch bei j = %)

Wir fithren nun Abkiirzungen ein

=, (1.99)
5 E° 2 2
2mE = — —m°c’, (1.100)
c

Dies liefert die Gleichung fiir den nicht-relativistischen Fall (dort war [=1 ganzzahlig,

was aber nicht wesentlich war)

o 5 s 2mE) U=0 (1.101)

wobei hier 7 die nicht-relativistische Masse und E die nicht-relativistische Energie
sind. Mit der nicht-relativistischen Losung
my? 1 2F a?c?

. . oder Z=—___ - (1.102)

E:_ ~ )
20% (N 414 1)2 m (N +1+1)2

wobei N =0, 1,2, ... die (immer noch ganzzahlige) radiale Quantenzahl ist, aber [ nicht
mehr ganzzahlig (auch nicht halbzahlig) ist, siehe (1.97). Es folgt die relativistische
Loésung, wobel wir zunichst 2F /m mittels (1.100) durch E und m ausdriicken

2E 2 .4
L (1 _ mE;: ) e (1.103)
m
2.4 2
[i02) > 1-22¢ 2 , (1.104)
E? (N +1+1)2
2
- E= (1.105)
1+ (N41+1)2

Bemerkung: Dies liefert die Feinstrukturaufspaltung der Hauptenergienievaus nach
dem Gesamtdrehimpuls J =L+ 5. Es bleibt eine Restentartung beziiglich des Bahn-
drehimpulses (jedes j ( 1) ist zweimal realisiert).

Das Ergebnis wird vertrauter mit folgenden Setzungen. Die Hauptquantenzahl n

(ganzzahlig) ist definiert als

1
n::N—I—l—i-jj:é, fiir A ==%h). (1.106)

15



Fiir beide Vorzeichen ergibt sich

- 1 - 1
N+l+1:n—j¥§+l:n—j—§+)\0> (1.107)

und damit
mc?

E= . (1.108)
1+ o’ .
\/ (nfjf%+ (j+%)2*a2)

1.6 Relativistische Kovarianz der Klein-Gordon- und der Dirac-

Gleichung

Notation: Lorentzgruppe Sei a beliebiges Element der Lorentzgruppe

a:r—a-x=ar=:1a (1.109)
(") = (a",2") = (') (1.110)

Damit gilt fiir Ableitungsoperatoren

0 ox" 0
_ 9 =0 1.111
B 9ar Oxr Oxv @0, = 0, ( )
oM =09"al. (1.112)

Per Definition der Lorentzgruppe gilt fiir alle Vierer-Vektoren x, y:

1
(az) - (ay) =z -y bzgl. Metrik ¢" = ( . ) = G- (1.113)
—13

In Komponentenschreibweise = - y = gzay”, daraus wird nun

a" 9"y = Gpw |- g™ g”" (1.114)
& att'g,,d” = g"” (1.115)
oder auch
v ! L

a#ﬁgm/a v — 9uv ’ : g““ (1116)
& af a, =g =" (1.117)

—~—

;(a—l)ﬁ
= (a M, =a,t (1.118)

16



Fiir den d’Alembert Operator folgt nun
9,0" = 0,0 ,0"™a,} = 0,0" (1.119)

In Worten: Die inverse Abbildung ergibt sich durch Rauf- und Runterziehen der In-
dizes mit anschliefendem “Vertauschen der Koordinaten links und rechts”. Diese Ma-
nipulationen erscheinen eigenartig. Sie kennen das Ergebnis aber aus einer anderen

Uberlegung (Lineare Algebra, orthogonale Abbildungen):

T

Volay) =29y = da'ga=9g = glalg=a'. (1.120)

(ax

Notation:

linker Zeilen oben kontravariant
ndex = , Index =

rechter Spalten unten kovariant

Ein bisschen lineare Algebra:

e 1/ sel der Vektorraum der kontravarianten Vektoren. Dann ist V* der duale Vek-

torraum der kovarianten Vektoren.

e Sei A eine Abbildung von V in V. Das Bild von x unter A ist Ax
(Az)i = Ay
J

wobei notationsméfig alle Indizes unten stehen, da wir in diesem Zusammenhang

ublicherweise den dualen Raum nicht mitbetrachten.

Wir kénnen aber alternativ die Abbildung A als Tensor im Raum V' &  V*
~— -~

. . . ) qbere untere Indizes
auffassen, also im Raum der multilinearen Abbildungen, die abbildet

(dualer Vektor, Vektor) — Zahl.
Setzt man nur einen Vektor ein, so ergibt sich eine lineare Abbildung, die duale
Vektoren auf Zahlen abbildet. Dies mufs ein Vektor sein

A-x:ZAijxj
J

Wir nehmen die Klein-Gordon-Gleichung ((1.16))
(R?0,0" + m*c*)¥ =0, (1.121)

mit Wellenfunktion ¥ im Inertialsystem I und gehen mit einer Lorentztransformation

a zum Inertialsystem I’. Ein Vierervektor « wird auf 2’ = ax abgebildet. Eine (skalare)
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Wellenfunktion ¢ wird auf v’ abgebildet, wobei
Y'(2') =(z), gelte, oder W'(z)=V(a 'z). (1.122)
Hieraus und der Lorentz-Invarianz des d’Alembert Operators folgt
30 (@) = 9, () = 0,0"0(x) = (0,")(x) (1.123)

Die wesentliche Aussage von (|1.123) ist die Gleichheit ohne den mittleren Teil. Man

iiberzeuge sich davon, daf wir durch Umbenennung von 2’ zu x und z zu a~'z erhalten
0,0"Y' (x) = (9,0"¢)(a"'x). (1.124)

Es folgt offensichtlich die Lorentz-Invarianz der Klein-Gordon-Gleichung. Erfiillt ¢ die
KG@G, dann auch die transformierte Funktion .

Die Lorentz-Invarianz der KG ist so leicht zu zeigen, da man die Invarianz des
d’Alembert Operators unabhéngig von einer moglichen Transformation der Funktions-
werte der Wellenfunktion hat. Dies ist im Falle der Dirac-Gleichung nicht so. Um das
Vorgehen im Falle der Dirac-Gleichung vorzubereiten, fiihren wir die Invarianz der KG
ein weiteres Mal durch und erhalten erneut .

Fiir die Vierer-Ableitung von ¥ gilt

, 0 _ 0
oV = —V(a'z) = (8:6”

_ (aiyg) (@)= @), 00 (=) (1126)

und analog

0 0
= () (@) = (), = an, 0w (= 0w, 1.12
o0 = (Ge0) @ = (G0 o = 0w (=0 (1.127)
Damit folgt fiir den Ableitungsterm in der Klein-Gordon-Gleichung (1.16])

90"V = (0,0"W)(a ') - a'y(a”h), = (0,0"¥)(a 1) (1.128)

—_———
> =(ala)V;=0";

und wir erhalten die Klein-Gordon-Gleichung im Inertialsystem I’ und beweisen damit
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die Invarianz gegeniiber Lorentztransformationen

(R?0,0" + m*c*)¥' =0 (1.129)
& ([*0,0" + m*c*]¥)(a 'z) = 0 (1.130)
& (R?9,0" + m*c*)¥ = 0. (1.131)
Fiir die Dirac-Gleichung (|1.47))
(thy" 0, — me)¥ =0, (1.132)

benotigen wir neben der Transformation beziiglich a € Lorentzgruppe auch die Wir-

kung im ‘Spinorraum’. Dazu nutzen wir folgenden Ansatz
V' (z) = S(a)¥(a "z) (1.133)
mit geeigneter Darstellung S der Lorentzgruppe im Spinorraum.

Bemerkung: Es handelt sich hier um eine Darstellung der Lorentz-Gruppe im Raum
der Spinorfunktionen, denn transformiere ¥ zuerst mit a dann mit b ergibt sich die

Transformation um ba:

= U"(z) = S(b)V'(b'z) = S(b)S(a) ¥ ((ba)'z)) (1.134)
=S(a)¥(a"1b"1x) =S5(ba)
= S(ba)¥((ba) 'z) (1.135)

wobei wir genutzt haben, dass S eine Darstellung ist, d.h. es gilt S(b)S(a) = S(ba).
Fiir die Ableitung gilt

0,V = S(a)(a™")",0,¥ (1.136)

und es folgt fiir die Dirac-Gleichung
(iky*0, — me)V' = ihy*S(a)(a™")",0,¥ — mcS(a)¥ (1.137)
= S(a)| S(a™")imy"S(a)(a™")", 0, — mc |V, (1.138)

z7.=yY

wobei die Argumente von ¥ und ¥ nach der Anwendung der Ableitungsoperatoren x

und ¢ 'z sind.
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Es bleibt also einzurichten, dass

S(a~""S(a) (a™h)" 0", = 7"a", (1.139)
(aa™)",
—o¥
& S(a)y*S(a) = v a",. (1.140)

Wir betrachten dazu a (aus der eigentlichen Lorentzgruppe) in der Ndhe von id

a =1id+ Aw bzw. a", = é"  + Aw", (1.141)
& a" =g+ Aw'” ) (1.142)
——
ist antisymmetrisch nach
Ansatz: S(a) =id+ AS (1.143)

und wenden dies auf ((1.140|) an

(id — AS)y*(id + AS) =4 (8", + AwH) (1.144)
< [v*, AS] = Aw* 4" (in 1. Ordnung) (1.145)

wobei Terme 0. Ordnung wegfallen und wir Terme 2. Ordnung ignoriert haben (—AS~*AS).

Behauptung:
AS = —ZO'#,,AW‘“V mit o, = 5[%,%]
1 1
= AS = gAWW['V;u W) = gAwW['y“, 7] (1.146)
Beweis:
m 1 n a B 1 o a,. B
b AS] = 2 17 7)) Awas = 5 1729797 Awag (1.147)
wegen der Antisymmetrie von w,g in o, 3. Weiter
[V, 7] = {71 = ", 7"} = 29497 — 29" (1.148)

Einsetzen und erneutes Nutzen der Antisymmetrie von Aw

1
[y, AS]| = 5 (g“o‘vﬁ - g“ﬁfya) Awap = 9"V Awap = Aw“ﬁvﬁ, (1.149)
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was ([1.145)) beweist.

Wir wollen uns schnell noch davon iiberzeugen, dak Aw +— AS eine Darstellung ist,
also [Awy, Aws] — [AST, ASy] bzw.
[’}/‘u, [ASl, ASQ]] == [Awl, Awg]“,ﬁ” 3 (1150)

folgt, sofern dies fiir die einzelnen Aw; und AS; gilt.
Beweis: Mittels Jacobi-Identitéat folgt

[V [ASy, ASy]] = —[ASy, [AS, ] = [ASy, [y, AS]] (1.151)
= —H’y‘u, ASQ], ASl] + H’)/’u, ASl], ASQ] . (1152)

Nun gilt
H’}/'LL, ASl], ASQ] = [Awl“l/y”, AS2} = Awl'uVAWQVa’}/a s (1153)

woraus die gewiinschte Beziehung folgt. Somit sind sowohl die Klein-Gordon-Gleichung

als auch die Dirac-Gleichung Lorentz in-/ko-variant.

1.7 Darstellungstheorie der Lorentzgruppe

Wir betrachten hier die infinitesimalen Erzeuger der Lorentzgruppe, d.h. wir notieren

Aw “in Einheiten eines infinitesimalen §” z.B. fur ‘Boosts’
Aw=65"b, (1.154)

wobei fiir b;, den infinitesimalen ‘Boost’ in Raumrichtung ¢, gilt

Aw’ = —§ = —Aw”® Rest 0 (1.155)
dh. AW’ =+5=Aw’;, Rest 0 (1.156)
0 . 1
by = io : (1.157)
0

wobei die 1 jeweils an der i-ten Stelle der O-ten Zeile bzw. 0-ten Spalte steht und die
Matrix fiir (b;)", steht.
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Fiir die infinitesimalen Drehungen d; um die i-te Raumachse gilt

di: Aw® =46 = —Aw*® Rest 0 (1.158)
Aw?; = =5 = —Aw?, (1.159)
000 0
e (1.160)
001 0
dy: Aw® =46 =—-Aw"™ Rest 0 (1.161)
A’ = -5 = —Aw'y (1.162)
0 0 00
0 0 01
=0 0 0ol (1.163)
0 -1 00
d3: Aw"? =+46=—-Aw?" Rest 0 (1.164)
Aw'y = -0 = —Aw? (1.165)
00 0 0
00 —1 0
b= | . (1.166)
00 0

Die Linearkombinationen der 4 x 4-Matrizen b; und d; bilden die Lie-Algebra ([) der
definierenden Darstellung der Lorentzgruppe (£).

Es gelten wichtige Kommutatorrelationen

(/0100 0010 0 0 00
1000 0000 0 0 10
(b1, bo] = : = = —ds (1.167)
0000 1000 0 =1 0 0
N0 00 o 0000 0 0 00
(/000 0 0 0 00 00 0 0
000 0 0 0 01 00 —1 0
[dh d?] - ) - - d37
000 —1 0 0 00 01 0
001 0 0 -1 0 0 0 0 0
(1.168)
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0100 0 0 00 0001
1000 0 0 01 0000
(b1, d] = : = =bs (1.170)
0000 0 0 00 0000
(\0 000 0 =100/ 1 000
([0 100 00 0 0] 0 -1 0
1 000 00 -1 0 0 0 0
[b1, ds] = ; = = —b,
0000 01 0 O -1 0 0 O
(\0 000 00 0 0/ 0O 0 0 O
(1.171)
sowie Relationen, die sich durch zyklisches Vertauschen ergeben.
Zusammengefafst
[dg, bg] == O, [dg, bl] - +b2, [bg, bl] - —dg, (1172)
[d3, ba] = b1, (b3, by] = +d, (1.173)
(d3, di] = +do, b3, di] = +bo, (1.174)
d3, do] = —di, [b3, dy) = —b, (1.175)

(sowie zykl. Vertauschen)

Wir nehmen diese Relationen als Definition der abstrakten Lie-Algebra der Lor-
entzgruppe. Dabei wird der Kommutator bzw. das antisymmetrische Produkt zur Lie-

Klammer.

Def.: Lie-Produkt Das Lie-Produkt ist als bilineare, antisymmetrische Abbildung
definiert

[0 1 (1.176)
(a,b) — [a,b] (1.177)

fir die die Jacobi-Identitat erfillt ist [[a,b], ¢] + [[b, ], a] + [[c, a],b] = 0.

Darstellung in einem Vektorraum V  Jedem Element aus [ wird ein Endomor-
phismus von V' (oder — beziiglich beliebiger Basis von V' — eine Matrix) zugeordnet. Ist
diese Zuordnung strukturerhaltend, nennt man diese Abbildung der Algebra in End(V)

eine Darstellung.
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Wird eine Gruppe oder Algebra iiber Matrizen definiert, so ist diese Definition

gleichzeitig eine Darstellung, die sog. definierende Darstellung.

Fiir jede Lie-Algebra induziert das Lie-Produkt eine Darstellung in der Lie-Algebra
selbst ([ — End(V) mit V' = [) die sog. adjungierte Darstellung

ad: I — End(1) (1.178)
6 dim. VR ,1le Abb. des VR in sich ~ 6x6Matrizen
ar a,...] : (1.179)
——

:=ad(a)(...)=a2d(...)

wobei jedem a € [ eine lineare Abbildung von [ in [ zugeordnet ist. Beachte: Die

Abbildung ad ist strukturerhaltend und damit eine Darstellung der Liealgebra [

ad([a,b]) = [ad(a),ad(b)]. (1.180)
~— SN—_———
abstrakte Lie-Klammer Kommutator
Beweis:
ad([a, b)) - ¢ = [[a,b], ] | Jakobi-Identitét

def. tiberLie— Produkt
:_Hb?CLa] - [[c,a],b] ][x,y] = —[y,x]
=[a, [b,d] ] =[b, [a,c]]
~—~ ~—
=ad(b)c =ad(a)c

= ad(a)ad(b)c — ad(b)ad(a)c
= [ad(a),ad(b)] - ¢

Die Cartan’sche Unteralgebra ist eine maximale Unteralgebra mit untereinander kom-
mutierenden Elementen (= mit verschwindendem Klammerprodukt, was nicht auf
Kommutatoren beschriankt ist). Wir wéhlen als erzeugende Elemente b3 und dsz. Die
gesamte Algebra ist eine direkte Summe aus der Cartan-Unteralgebra und dem durch
b1, ba, dy, dy aufgespannten Unterraum. Auf den ersten bzw. zweiten Unterraum ist die
Wirkung von d2?,b3¢ null bzw. ungleich null. Wir betrachten daher die Abbildungen

d§?, 3% nur in dem 4-dimensionalen Unterraum und finden bzgl. der Basis by, by, dy, ds
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folgende Matrizen

d3t = b3 = (1.181)

welche natiirlich miteinander kommutieren.

Zusammengefasst
e Eigentliche Lorentzgruppe (£ mit Zusammenhangskomponente id)

e infinitesimale Erzeuger reichen aus — bilden 6-dimensionalen Vektorraum (VR)

mit Lie-Klammern = Lie-Algebra (per Def.)

e Basis in [ (Lie-Algebra) ausgezeichnet durch: ‘Boost’-Operatoren by, by, bg und
Drehungen dy, ds, ds. Deren Kommutatoren (Lie-Klammern) ergeben die Struk-
turfaktoren, das heifit Koeffizienten C,;, mit

[fa, fo] = Cou fe (1.182)

wobei f,, f» Elemente aus by, bs, bs, dy, do, d3 sind.
e d5% und b§? kommutieren = konnen also simultan diagonalisiert werden.

Um d§? und b3¢ zu diagonalisieren, suchen wir zunichst die Eigenwerte und Eigenvek-

toren per Ansatz und wihlen

EV:| mit EW: —io, +pu (1.183)

1 1
i i

a7l =ic| 7, (1.184)
ipo ipo
— —
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pd | 7 =05 | 7 (1.185)
ipo ipo
—p —

mit d$? und b4 aus (1.181)). Mit Lie-Klammern geschrieben folgt

dgd(bl + iO’bz + i[LO’dl - [Ldg) = [dg, b1 + iO’bg + i,ucrdl — [Ldg] (1.186)
= —i0(by +ioby + ipod; — pds) (1.187)

und analog

V3% (by + ioby 4 ipody — pdy) = [bs, by + ioby + ipod; — uds) (1.188)
= wu(by +ioby + ipod; — pds). (1.189)

Wir betrachten die Operatoren ids, b3 mit den Eigenwerten o, 4+ und definieren folgende

Leiteroperatoren.

Def.: Leiteroperatoren ¢,

ety = by +iby +idy — do Eigenwerte(ids, bs) = + 1,41 (1.190)
ey = by +iby —id; + dy +1,-1 (1.191)
e = by —iby —idy — do —1,+1 (1.192)
e = by —iby + idy + dy 1,41 (1.193)

wobei die Indizes 4+, — kurz fiir +1, —1 stehen. Dies ist dquivalent zu den Kommuta-

toren

lid3, eqp] = TCop, (1.194)
[b?n eau] = HUEoy- (1195)

Eine weitere Untersuchung zeigt, dafs e, und e__ nicht miteinander kommutieren,
aber mit e, und e_,, welche wiederum nicht miteinander kommutieren. Dies laft
eine Entkopplung vermuten.

Tatséchlich entkoppelt die Lorentzgruppe beziehungsweise deren Lie-Algebra in ein

direktes Produkt beziehungsweise in eine Summe von zwei su(2), die wie folgt definiert
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sind

Def.: ¢f = L(id;, £ by)

ke{1,2,3} — 2

Beh.: [ef,e;] =0 und [ef,e5] = ies (plus zykl. Vertauschen)

Die su(2) Objekte mit oberem Index + haben — wie man sagt — Chiralitat =+.

Darstellungen der Lie-Algebra versteht man wie im Falle der su(2) in der QM I wie
folgt

e Besorge einen simultanen Eigenzustand zu ¢ ds und b3

e Erzeuge den ‘Rest’ (der irreduziblen Darstellung) mit den e,

Wir kennen zwei Darstellungen der Lorentzgruppe, beide sind 4-dimensional, un-

terscheiden sich aber.

Definierende Darstellung Eigenvekoren zu ids, b3 sind (mit ey, ..., e3 den Einheits-

vektoren in der 4-dimensionalen Raum-Zeit)

V4 1= e k ieg, (1.196)
wy = ey e3 (1.197)
Die Eigenwertgleichung
idg’Ui = i(€2 + i(—el)) = :|:U:|:, idgwi =0 (1198)
bsvy = 0, bswy = e3 = ey = w4 (1.199)

liefert die Eigenwerte (+1,0) und (0, +-1) mit dem Gewichtsdiagramm

Bemerkung: Die Darstellung ist irreduzibel: Ausgehend von irgendeinem Punkt lie-

fert die Anwendung aller e, jeden anderen Punkt.
Beispiel:

errw_ = (by +iby +idy — da)(eg — €3)
:€1+i€2+i€2+€1
= 2(eg + ie2)

= 2U+
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- > 1 (13
Vo N 4

e _N\E—+ | €++e__

W

Abbildung 1.1: Abtragen der Eigenwerte zu (ids, bs). Achtung: Mit ids, b3 sind deren
Eigenwerte gemeint.

Die Normierung ist wie immer ein separates Problem.
Die definierende Darstellung ist in beiden su(2) Komponenten je eine Spin-1/2

Darstellung.

4er Spinor-Darstellung zu Aw zugeordnet: AS = %Aw“”[fy“,%]. Die Darstellung

im 4er Spinor-Raum sieht dann wie folgt aus:

b; = {AS mit Aw” = —1 = —Aw®, Rest 0}

1 1 1

= 3 (Dl = hovl) = g (%) -2 = 54,

=2q;
~ 1 0
= bg - = 73 y
2 g3 0

wobei benutzt wurde [1°, 7] = 27%9% — {7°, '} = 2a; + 0. Weiter

ds = {AS mit Aw™® = 41 = —Aw?!, Rest 0}
1 1 2 1 O3 0
= [}, )= _ 1.200
gl 5 ( 0 o > (1.200)
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Die zugehérigen Eigenzustéinde und Eigenwerte von (ids, bs) lauten:

1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 -1 1 0

Das Gewichtsdiagramm ist in Fig. (1.2)) gezeigt. Die 4-dimensionale Darstellung zerfallt

/\bg
C < 1 -0
S L+ !
AN Ve
\ N 2 / 4
\ N , /
\ N s ’
AN N 7 /
\ N\ 4 /
\ N 7 /
\ \\ // /
1 \ N P 2 1
= N N , _|__
2 \ R BN / 2 _
: 3 > —> ids
sN 7N
’ N N
’ //\\ \
’ p N \
’ P N \
’ P N \
’ , N \
/ , N \
/ ’ N \
/ 7 N \

/ 7 N \
Ve N
X 1 —1 X
;s 2 N
- ~

Abbildung 1.2: Reduzible Darstellung. Eingekreist sind die irreduziblen Multipletts der
Dimension 2.

in zwei unabhéngige 2-dimensionale Darstellungen: (i) auf dem 2-dimensionalen NO-
SW-Raum wirken nur ey ; nicht-trivial, (ii) auf dem 2-dimensionalen NW-SO-Raum
wirken nur e4 ¢ nicht-trivial.

Diese Darstellung zerféllt also in zwei irreduzible Unterrdume mit Spin-0 und Spin-
1/2 Darstellung in den beiden su(2) Komponenten.

Die gekennzeichneten zweidimensionalen Unterrdume sind lorentzinvariant und Ei-

genraume von s

s 1= iy yy2A3. (1.201)
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In unserer Spinordarstellung lisst sich +; darstellen als

75=i<12 _1><_ Ul)(_ UZ’)(_ 03) (1.202)
1,
= ( N ) (1.203)

mit den Eigenwerten 1. Die Matrix hat folgende koordinatenunabhéngige Eigenschaf-

ten
e {15,7"} =0 (Beweis aus Clifford-Algebra)
o (1) =+1
e Eigenwerte (lorentzinvariant) entsprechen der Chiralitét

Die Helizitat ist die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung eines Teilchens
und ist daher im Gegensatz zur Chiralitdt nicht lorentzinvariant.

Die Chiralitdt ist zwar eine Lorentz-Invariante, was aber nicht heifen mufl, daf
physikalische Zustdnde eine wohldefinierte Chiralitdt haben. So “mischt” die Dirac-

Gleichung beide Rdume, wenn das Teilchen eine endliche Masse hat.
(thy"0,, —me)¥ = 0. (1.204)
Wir transformieren nun mit

1, 1 1(1, -1
U= ), utt=2 7 (1.205)
~1, 1, 2\ 1, 1,

und erhalten

(ih3"8, — me)¥ = 0 (1.206)
mit
1, 0
Y5 = UnsU™ L = 1.207
Vs Vs ( 0 —1, ) ( )
0 -1
P = UAU !t = 2 1.208
7 =Uny 1, 0 (1.208)
~k kyr—1 0 ok
AP =U~"U"" = (1.209)
— 0 0
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Wir multiplizieren die letzte Form der Dirac-Gleichung mit 5°

(ih7°310, — me3*) W = 0 (1.210)

1, 0 o 0
~0~0 2 ~0xk k

- , - 1.211
F ( 0 1, ) Sate < 0 —o ) ( )

Wir sehen, dak der Masseterm Beitrége unterschiedlicher Chiralitdt koppelt. Im Falle
masseloser Teilchen liefert die Gleichung entkoppelte Gleichungen fiir 2er Spinoren mit
definierter Chiralitiat. Dies sind die Weyl-Gleichungen.

Fiir positive Chiralitat

(ihz o0 + z'h80> ¢ =0 (1.212)
k

und negative Chiralitét
<—2FLZ 01,0 + Zhao) x=20 (1.213)
k

Warum gibt es keine 2 x 2 v#-Matrizen?

Gébe es eine derartige Form der y#-Matrizen, dann hitten wir nach eine Dar-
stellung der Lorentz-Gruppe im 2-dimensionalen Spinorraum. Damit wére 7 eine Lor-
entzinvariante im Tensorprodukt R* ® R? ® R?. Dabei ist v mit Indizes geschrieben 7" ik
mit 4 =0,1,2,3 und 5,k = 1, 2. In diesem Raum gibt es aber keine Lorentzinvariante.
Denn sonst miifsten die beiden 2-dimensionalen Darstellungen zu einer 4-dimensionalen
Darstellung koppeln. Die beiden 2-dimensionalen Darstellungen sind aber Spin-1/2
Darstellungen in der gleichen su(2) Komponente. Diese beiden Darstellungen koppeln
zu einer Spin-0 und einer Spin-1 Darstellung dieser su(2), aber nicht zu einem Produkt
zweier Spin-1/2 Darstellungen in zwei verschiedenen su(2)-Komponenten wie sie bei

der definierenden Darstellung in R* vorliegt.

2 Quantenfeldtheorien

Fiir die Beschreibung von Vielteilchensystemen werden wir héufig das grofkanonische
Ensemble wahlen, das neben Energie- auch Teilchenaustausch erlaubt. Wir werden
daher zunéchst einen Formalismus herleiten, der den geeigneten Rahmen schafft: die

sog. 2. Quantisierung. Danach werden wir Korrelationsfunktionen betrachten.
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2.1 Zweite Quantisierung

Generelle Vorbemerkung: es wird nicht “noch einmal” quantisiert. Ausgangspunkt ist
die Darstellung von N—Teilchenzustdnden. Sei eine 1-Teilchenbasis gegeben: |1), |2),
.. (weiter unten wichtig: Basis diskret und geordnet). Normierung: (i |j) = ¢;;.

Wir betrachten Vielteilchenzustande im Hilbertraum
Hy=H1®..QH; bzw. H]j\:, = Pi(’H(lg)N) (2.1)
—_——
N—Mal

Es lassen sich alle N—Teilchenzusténde darstellen durch Superposition von

Pe(|1) [72) - [3n)) (2.2)

wobei P, symmetrisiert bzw. antisymmetrisiert fiir Bosonen bzw. Fermionen (wir set-
zen die Symmetrieeigenschaften ununterscheidbarer Teilchen voraus; neben Bosonen
und Fermionen gibt es — zumindest konzeptionell — noch in d = 2 (auch 1) sog. Any-
onen mit gemischter Statistik).

Explizit haben wir die normierten Zusténde
s . 1 . . .
P_([j1) 1g2) - 1in)) = W ;<—1)P |JP(1)> |JP(2)> |JP(N)> (2.3)
und

Py(lga) |72) - lin)) = \/ﬁ > lira) lir@) - lipa) (2.4)

wobei P alle Permutationen durchliuft und n; die Anzahl des 1-Teilchenzustandes |i)

im Produkt bezeichnet.
Bemerkung: Offenbar muss bei Fermionen n; = 0, 1 und bei Bosonen n; € Ny gelten.

Die Norm fiir den bosonischen Fall lautet

1

1Py ()I]P = Nl S Ur) o Granldsw) - o) =1 (25)

e B

p,p
= 0 in den meisten Fallen

=1, wenn p’ sich von p nur in
Permutationen, die verschiedene
Faktoren mit gleichem |i) betreffen,

unterscheidet.
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Die Besetzungsdarstellung dieser Zustdnde lautet:
N1, ng,...) = Pe (1) ... |1)]2) ... ]2) ...),
1 1
ni1 ma no ma

wobei die Zustdnde paarweise orthogonal zueinander sind und damit eine ONB bilden.

Teilchenerzeuger und -vernichter ¢/, ¢; (nach Jordan-Wigner)

Ein weiterer Schritt zur 6konomischen Darstellung ist die Einfiihrung von Teilchen-
Erzeugern und -Vernichtern: ¢;7, ¢;. Dies geschieht hier zunichst fiir Fermionen, das
Ergebnis fiir Bosonen zitieren wir unten. ¢; und ¢; seien durch die Wirkung auf die

Basiszustande wie folgt definiert:

i—1
w(ni—=1)..) (=0, falls n; =0), v;:= an
j=1

chlomi) = (=1)%|..(n; +1)...) (=0, falls n; = 1, fiir Fermionen), (2.6)

1

Zur Notation: ¢; ist tatsichlich zu ¢; adjungiert:

<_1)Vi7 falls m; =n; — 1,m]’ =Ny fir j 7& 7

({m}el{n}) = { : (2.7)

0, sonst

(—=1)#, falls n; =m; + 1,n; =m; fiir j # 14

({n}cr{m}) = { : (2.8)
0, sonst

wobei 1; == ), _;m; analog zu v; definiert ist.

Bemerkung: ¢; bildet total antisymmetrische N —Teilchenzustdnde auf total anti-

symmetrische (N — 1)—Teilchenzustinde ab; ¢ wirkt “umgekehrt”: Vernichter bzw.

Erzeuger. Diese Abbildungen operieren zwischen verschiedenen Réaumen

¢ Hyn— ,HNfl, (29)
¢ Hy — HN+1. (2.10)

)

Def. Fock-Raum: Als zugrundeliegenden Hilbertraum benutzt man den sog. Fock-

raum:

F=> Hy (2.11)
N=0

die direkte Summe aus allen N —Teilchenzusténden (+topologischer Abschluf). Dieser

Raum wird immer explizit oder implizit den grofkanonischen Behandlungen zugrunde
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gelegt.

Eigenschaften von ¢;, c;“: Fiir die Teilchenoperatoren gelten wichtige Antikommu-

tatorregeln:
{ci,¢;} = cicj +cje; =0 (2.12)
dann auch
{c¢f. ey =clcf+cfef =0 (2.13)

Begriindung: wir nehmen an ¢ < j (sonst vertauschen, i = j klar):

cci{n}) = a(=1)7]...(n; —1)...)
= (=" [(n; = 1)..(n; — 1)...)
cic, {n}) = ¢;(=1)"]...(n; — 1)...)
= (=) " (ny = 1)..(n; —1)...) (2.14)

(Hier sind die Zahlen v; und v; bzgl. des Ausgangszustandes [{n}) genommen.) Ferner
gilt
{Ci7 C;_} = (51'3‘ (215)

Begriindung: wir nehmen an ¢ < j: analog zu oben

cicy Un}) = (=17 |(ng = 1)...(n; +1)...)
creil{n}) = (=107 " (ni—1)..(n; +1)..) (2.16)

Der Fall i > j folgt dhnlich (oder das Adjungierte oben nehmen). Nun sei i = j

et [nd) = { {n}), fallsn; =0, (2.17)

0, falls n; = 1,
craln) = 4 0 (2.18)
{n}), fallsn; =1,
Def. Vakuum |0): Definieren wir nun das Vakuum als
10) == [00...0...) (2.19)
dann folgt
{n}) = ()" (e3)™...10), (2.20)
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also fiir N—Teilchenzustande erhalten wir

et 10, (2.21)

Fir Bosonen halten wir kurz die Definitionen fest

¢f lomi) = Vi +1](ni+1)..) (2.22)

sowie die Kommutatorrelationen

leiej] = e, cf1=0
[ciy e ] = b (2.23)

Bemerkung: Basiswechsel: gehen wir von einer Teilchenbasis |i) zu |i) {iber, so gehen

aus ¢; die Operatoren c; hervor geméfs

&= (liye, &t =Y (ilh)e (2.24)

% i

Denn genau dann gilt auch

~4 LTy 4 N /- ~ ~
¢ 10) = (il7)e"|0) = ) (il ) 17) =1 (2.25)
j Zi:< |->‘ ) Z )Gl 1) =190
Wir haben bisher eine diskrete 1-Teilchenbasis |i) betrachtet. Wir wollen nun Feld-

operatoren 1 (Z) iiber die 1-Teilchenzustdnde zum Ortsoperator und analog c; zum

Impulsoperator definieren:

W(E) = Z(f\z»ci

G = Z(E|i>ci: / d3m(E|f>Z<f|i>ci: \/;_ﬁg / dBre~ Ry (1)

(2.26)
Es gilt

{¢@@), v} = {¢7(2),¢" ()} =0,
)y = Y @li{e. o)

1,]
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= D (@i)ily) = (@7) = 0@ - 7) (2.27)

7

und analog fiir c;;

{cpcqt =0, {cf, ci}=0 (2.28)
{epcit =09k —q). (2.29)
Fiir Bosonen
(W(@), ()] =0,  [¥),¥"(y)] =0 (2.30)
[U(Z), ¥ ()] = 6¥(% - §), (2.31)

und analog fiir ¢z, ¢l
Bemerkung: fiir Systeme mit endlichem Volumen V' definiert man ¢ (z) und ¢, wie
oben, dabei variiert ¥ kontinuierlich iiber V' und k ist quantisiert mit zugehorigem
Volumen d*k = @ (Z ist kontinuierlich und beschrénkt, k ist quantisiert und unbe-
schrinkt.) Umtransformieren von ¢(z) auf ¢ mit (z|k) = —=e ¢*%_ Die (Anti-) Kom-
mutatorrelationen gelten wie oben notiert, das 6-Symbol fiir Operatoren c,(;r)

Kronecker-Delta.

wird zum

Darstellung von Zustinden
Sei |¢) ein N—Teilchenzustand, dann 148t sich |¢) schreiben als

) = i/d%l...d%Nw(xl,xg, ...733N)1/1+(-T1)---1/1+(517N) 10) (2.32)

N!

mit einer Funktion die 0.B.d.A. total (anti-) symmetrisch gewéhlt sei. Wir erinnern

uns dazu, dak

P_(|#1) |Z2) ... [En)) =t |21 2y) = &7 (F1)y7 (T2).. 40" (Zn) 0) (2.33)

Offenbar ist die Funktion (1, xs, ..., xy) gerade die Wellenfunktion in 1. Quantisie-

rung.

[Eine gute Ubung zum Vertrautwerden: Man sieht durch Anwenden der (Anti-) Kom-
mutatorregeln, dak (¢1s...yn| V) = V(¥1, Uo, ..., UN):

L 1 . -
(1o Yn|Y) = ﬁ/d%l...d?’x]vw(xl,x?,...,$N)><
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X (0] (gn)... Y)Y (E) AT (ZN)|0)
————
=5(h —Z1) =T (T1)P(F1)
- :¢(g17527---,gN> (234)

wobei der (% )-Operator nach dem Durchziehen nach ganz rechts insgesamt N viele
Summanden mit einem ¢(...) und je (N —1) vielen Vernichtern und Erzeugern hinterlafst
und einen Summanden mit sich selbst vor |0), welcher 0 ergibt. Rekursive Durchfiih-
rung und Nutzung der Antysymmetrie von #(...) liefert das Endergebnis. Dies stellt

den expliziten Zusammenhang zwischen 1. und 2. Quantisierung dar!

Wir haben bisher nur eine Teilchenspezies betrachtet. Wir werden haufig Wech-
selwirkungen von Elektronen (Fermionen) und Photonen (Bosonen) behandeln. Die
entsprechenden Zusténde werden hier erzeugt von Produkten von fermionischen sowie
bosonischen Erzeugern, z.B.

ai af bl b b |0) (2.35)

q1 792 "q3

als Zustand von zwei Fermionen und drei Bosonen mit Impulsen kq, ko, und ¢y, go,
¢3. (Antikommutieren unter — auch verschiedenen — Fermionen, Kommutieren unter

Bosonen und zwischen Bosonen und Fermionen.)

Warum tragt die 2. Quantisierung ihren Namen?
Wir betrachten einen 1-Teilchenoperator “K;” in 1. Quantisierung, mit der Wir-
kung auf Wellenfunktionen #(zy...zx) durch Multiplikation und “hochdimensionale”

Integration,

(K1 -¢)(xq, .., zn) = /dyl...dyNKl({x}; {yHv(yi...yn) (2.36)

die wegen der §-Faktoren im Matrixelement

Ei({=} {y}) = Zkl i) - [] 0 — wy) (2.37)

J#i

doch niedrigdimensional wird
(K1) (xq, ..,z Z/dylkl i Y)Y (21 Y TN ) (2.38)

Dieser allgemeinstmdgliche Formalismus fiihrt wieder auf vertrautes Gebiet mit dem
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Spezialfall

h2
ki(zy) = —%V%(x —y), (2.39)
dazu zweimal partiell integrieren.
In 2. Quantisierung erhalten wir
Ki= [ @yt @i (240

Begriindung: Wir wenden iterativ die Regel ¢ (z)v(y)v™(x;) = oy — x)vt(z) +
()Yt (2)Y(y) an und erhalten
K, - / dor..dry (@ )t (). 0 (x) [0)
:Z/dml...dedxdykl(x;y)w(xl...xlv)x

Xt (1) [ (@) (y — 23)].. 4T (2w) 0)
= Z/(dxl...dx...de)[da:ikl(x;xi)w(xl...xN)]LW(xl)...wﬂx)...w*(x]\;) 0)

(2.41)
Analog lautet ein 2-Teilchen-Operator in 1. Quantisierung
1
Ky =35 2 kalwiwsiviys) - [ own—ue) (242)
Z#] k#%]
und in 2. Quantisierung
1
Ky = 5/d3951d35172d3y1d3y2¢+($1)¢+($2)]€2(9E1,$2;y1,y2)¢(y2)¢(y1) (2.43)

(Achtung: Reihenfolge). Man sieht, dafs die ldstigen Summationen verschwinden.

Der Hamiltonoperator fiir ein System von Teilchen mit kinetischer Energie —%VZ

und Paarwechselwirkung V(x — y) berechnet sich mit k; wie in (2.40]) und

k‘z(iﬂh T2; Z/1>y2) = 5(371 - y1)5(232 - yQ)V(ﬂfl - 552) (2-44)

o= [eorw) (-5 ) v
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+%/d3$1d3$2w+(131)1/1+(.7)2)V((I}1 - $2)¢(I2)¢($1) (245)

Bemerkung: Ursprung der Bezeichnung 2. Quantisierung: “Wellenfunktion wird zum

Operator” und klassische Hamiltonfunktion zum Hamiltonoperator.

2.2 Wicksches Theorem und Rechenregeln, Beweis nach Gau-
din

Bevor wir an das Ende des letzten Paragraphen ankniipfen, wollen wir uns fragen,

wie wir in wechselwirkungsfreien Theorien Erwartungswerte von beliebigen Produkten

von Feldoperatoren berechnen. Es wird sich zeigen, dafs dazu die Kenntnis allein von

“2-Punkt-Korrelationsfunktionen” von Feldoperatoren ausreichend ist, d.h. Mittelwerte

von Produkten von zwei Feldoperatoren. Es gilt

Lemma Seien b, ¢, d, e,..., g, h irgendwelche Feldoperatoren (d.h. ¥(r), ¥ ™ (r), cx

etc.), so gilt fiir wechselwirkungsfreie Hamiltonoperatoren Hy:

(bede...gh)o = (beyo ( de...gh)o
+e (bd)o ( ¢ e..gh)g

22 (bf.z)o ( cde...g )o (2.46)

Bemerkung: hier ist die Anzahl der Feldoperatoren als gerade, 2m, angenommen wor-
den, da andernfalls beide Seiten gleich 0 wéren. Wir haben ¢ = 1 fiir Bosonen, -1 fiir

Fermionen.

Beweis (Achtung, im Vergleich zu fritheren Versionen des Skriptes ist hier die No-
tation fir [z,y]. gedndert): Da die Aussage linear in jedem Feldoperator ist und je-
der solche Operator als Linearkombination der Erzeuger und Vernichter der exakten
Energiequanten geschrieben werden kann, wollen wir annehmen, daf b = ¢ oder ¢
und Hy = ), exng. Zunéchst folgt mittels [z, yl := xzy — eyz, also dem Kommuta-
tor/Antikommutator fir e = +1/ — 1

xy = [r,y]. + eyx, Dy = (2.47)
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dann rekursiv

(bede...gh)y = Sp(Dobcde...gh)
= Sp(Dylb, cJede...gh)
+¢eSp(Dyclb, d)ce...gh)
+€2Sp(Dycd[b, €] f...gh)

+...
+e2™72 Sp(Dycde...g[b, b))
+e2™~1 Sp(Dycde...ghb) , (2.48)

~
=Sp(bDocde...gh)

wobei wir zuletzt die zyklische Invarianz der Spur benutzt haben.
Der letzte wichtige Schritt ist die Vertauschung von b und Dy, was nur einen skalaren

Faktor liefert. Fiir b = ¢ erhalten wir
¢ Dy = **Dycyl (2.49)

und fir b = ¢,
cxDy = e Pk Docy, . (2.50)

Wir fassen die linke Seite und den letzten Term auf der rechten Seite zusammen und

erhalten

(1 — ee™*) Sp(Dybede...gh)
= Sp(Dy|b, ¢|cde...gh) + € Sp(Dyclb, d]ce...gh) + ... (2.51)

Nun sehen wir fiir m = 1, d.h. im Produkt gibt es nur zwei Faktoren b und ¢
(1 — ee*4) Sp(Dobe) = Sp(Dofb, o) = b, Sp Do = hocle,  (2.52)

wobei die zweite Gleichung gilt, da der (Anti-) Kommutator eine Zahl ist (mal Identi-

tét). Diese Gleichung, etwas sauberer geschrieben, lautet
[b,cle = (1 — ee™*) Sp(Dobe) - id = (1 — ee™*) (b - id.. (2.53)

Diese Beziehung gilt natiirlich fiir alle Feldoperatoren, also fiir ¢ — d, e, .... Einsetzen
in die obige Beziehung l} und Kiirzen von (1 — eeiﬁe’f) liefert (|2.46]).

Nun folgt schnell per Induktion:
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Wicksches Theorem

(bede...gh)o = > (ol Do+ (o (2.54)

alle Paarungen P
(Kontraktionen)

wobei # P die Anzahl der Transpositionen mift, die notig sind, alle Faktoren wie auf
der linken Seite vorkommend in die Reihenfolge des betreffenden Summanden auf der

rechten Seite iiberzufiithren.

Wieviele Summanden gibt es? Sei 2m die Anzahl der Faktoren, dann lautet die
Antwort

(2m)! (2m)!
2m —1)(2m —3)...3-1 = = 2.
(2m = 1)@m =3).3- 1 = o o 51~ 2l (2.55)
Beispiel: Sei A ein Operator linear in bosonischen Feldoperatoren, dann gilt
=D A =3 s (0 = 3 g A = el (2.56)
n' (2m)! 0 2mm)| o '
n=0 m=0 m=0
Beispiel:
(bede)y = (be)o(de)g + e(bd)o{ce)o + €(be)o(cd)g (2.57)

Dichte-Dichte-Korrelationen in wechselwirkungsfreien Systemen (x # 0)

(n(z)n(0))o = (¥(z) ¢ (x)¥(0)(0))o
= (¥(2) Y (2))o(¥(0)T(0))o + ((x)"(0))o (1 ()1 (0) "o
= (n(x))o(n(0))o + el (2) *1(0))o|* (2.58)

/\ e \

wobei zum Schluf in (¢0(x)1(0)")o zunéchst die Reihenfolge der Operatoren mit mogli-
chem Vorzeichenwechsel € durchgefithrt und dann (A)y = (A+)y benutzt wurde. Einzig

zu berechnen bleibt

1 ik 1 —ikx 1 —ikx
(@) () = 77 > e (el = v zk: e;k = @ /d?’ke;k — (259)

k

Interessant ist noch das Verhalten der Grundzustandskorrelationen fiir freie Fermionen

1

W VO = s [ e (2.60)
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Oder in 1-dim (beachte kr = mn):

. 2
sin kpx

(¥ (2)"9(0))o = 1 /_: dke™"** = sin ko — (n(z)n(0))o = n? —

2 T

(2.61)

™

Diskussion: 2kp-Oszillationen, Abstoffung durch Pauliprinzip
Néchster Schritt: Wicksches Theorem fiir 7-Produkte (spéter: wenn gebraucht)

(Th(r)e(r2)d(rs)e(ra) .. g(Tae—1)h(T2r))o
= ST T T e (To)e (262)

alle Paarungen P
(Kontraktionen)

wobei wir unter einer elementaren Kontraktion den Mittelwert eines beliebigen zweifa-
chen Produktes in 7T-geordneter Form verstehen wollen. Zusétzlich merken wir uns die
Paritat der Paarung #P.

2.3 Quantisierung des Dirac-Feldes

Wir wollen uns hier das Leben leichter machen und setzen & = ¢ = 1 (also keine
Unterscheidung zwischen £ und w).

Die (4-komponentigen) Feldoperatoren W(Z,t), Wt (Z,t) der freien Dirac-Theorie
kénnen bzgl. irgendeiner Basis geschrieben werden. Es ist jedoch praktisch, als 1-
Teilchenbasis die Impuls-Energie-Eigenzustinde zu benutzen. Die Feldoperatoren neh-

men dann folgende Gestalt an:

3 e P 4 dt(p, ,5)eP? 2.63a
Z/ VE sl s)e™] (2630

)70 o(p,s)°

mit den Feldoperatoren () und d*), den Spinoramplituden « und v. Achtung: Hier
nutzen wir eine leicht gednderte Notation im Vergleich zu Abschnitt [I.3] Dort hatten
wir die positiven und negativen Energiemoden als ue~®* und ve~%* geschrieben. Hier
sind die positiven (negativen) Energiemoden ue™#* (ve™®%) und der 4er-Impuls immer
p = (po,P), wobei py = E, = +\/W. Die Spinor-Amplitude u hat eine grofe
obere Komponente und positive Energie wohingegen v eine grofe untere Komponente
und negative Energie besitzt. Das Impuls-Argument von u und v ist ein 4er-Impuls, bei

dem aber immer die 0. Komponente positiv ist. Insofern ist die Notation redundant.

42



Spéter tauchen auch Terme wie u(—p, s) auf, wobei mit —p eigentlich (po, —p) gemeint
ist.

Bei gegebenen p'sind je zwei unabhéngige Losungen vorhanden, indiziert mit s = £1
(Helizitat). Die Spinoperatoren bezeichnen wir mit Y., mit a = 1,2,3. Nach

sind diese 4 x 4-Matrizen
. 0
Sy = < 7 ) (2.64)
0 o,

—

_Zr
o= 7 (2.65)

und kommutiert mit (p —m), was am einfachsten fiir den Fall nachgepriift wird, in dem

Der Helizitatsoperator o ist

p nur eine Komponente besitzt.

a) Dirac-Gleichung (fiir ebene Wellen)

(p +m)v(p,s) =0 (2.66)
o(p,s)(p+m) =0 (2.67)

Hier kommt man von der ersten Zeile durch Adjungieren zur zweiten: dabei wech-
selt das Vorzeichen der v*, wird aber durch Kommutieren mit 7° zuriickgesetzt.
Beachte

\I/(JC) = u(p, S)e*ip#a:u und \I/(x) = ’U(p7 S)eip”“
(mit Vorzeichenwechsel in py und p’ im v-Fall) erfiillen

(iv"0, — m)¥(z) = 0 baw. T(a)(ir"9 , +m) =0

b) Wir haben Orthogonalitét (wobei wir die Normierung fordern kénnen)

a(p, s)u(p,s’) = 050 = —0(p, s)v(p, ) (2.68)
u (. S)ulp, ) = 26 =", 5)o(p, ) (2.69)
o(p, s)u(p, 8') = 0= v"(p, s)u(-p, s), (2.70)

wobei eigentlich —p = (po, —p) bedeutet.
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c¢) Vollstandigkeit

> [ualp. )T (p. 5) — valp, )T(p, 5)] = dap (2.71)
zu@ )in(p,s) = (?;mm) (A () 27)

mit Projektoren A, (p) (A_(p)) auf positive (negative) Energie-Losungen.

Die Feldoperatoren b*), d*) aus (2.63)) erfiillen nach Forderung:

{b(p,5),07(p',s')} = 6,969 (5 — 7) (2.74a)
{d(p,s),d"(p',s)} = 05,00 (7 — ) (2.74b)
()b )y =0={d(...),d(...)} (2.74¢)
(0. ) d(. )Y =0={b*(...),d*(...)} (2.74d)
(. ), d . )y =0={b7(...),d(...)). (2.74¢)

Nun folgt die kanonische Antikommutatorrelation fiir ¥, U beispielhaft an

{Wa(@,1), ¥ (7, )} (2.75a)
:Z//...({b,b*}...{d,d+}+o) (2.75b)
d3 d3 /
=3 [ [ - P (2,750
s,8'==+1 p’
\(ua(pv shuy (9, 8) e’p(x‘x) +\va(p, s)vy (p', s )) —E=T) (2.75d)
Zs,s’ vm Zs,s’ tm
—= ()., — ().,
d3p m p—i-m 0 (- p—m B A7)
— 7 1p(T—X —ip(T—T 2.
/(Qﬂ)?, E, (( om ! a7b€ + o 7 a’be (2.75e)
d3p *p—>—‘ =
= | 55578 2.75¢
/(27r)3€ ab (2.751)
= 0T — )dan, (2.75¢g)
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wobei im letzten Schritt p mit —p'im zweiten Term substituiert wurde. Dadurch kiirzen
sich die Terme m~° und ¥p raus und iibrig bleibt zweimal der Term pyy°7° = E, - 1.

Nun ergibt sich der Hamiltonoperator H in zweiter Quantisierung

H- / Bt (z) [—z&ﬁ + 5m} W () (2.76a)
A

wirkt auf e¥?% Faktoren
(bzw. genauer auf ue™ P petPT )
wie Dlrac—Hamllton—Operator
etPT 4 poet Pt (HU=FEV,E=pg)

d3pd3/ m '
’ zz —ipx
/d 2 // 7? VE,Ey Ey [bf jut &P + dy o e7P] (2.76D)

s,8'==+1

—ip'x + ip'z
. [bp/s/uplsle T _ dp,s,’l)p/sle 4 :| (276C)

Eine andere Argumentation zum Wirken des Hamiltonoperators in erster Quantisierung

auf die ebenen Wellen ist
H = —iaV + fm =+° (—m’“ak + m) =~%m — P+ 7'po) = po (2.76d)

Ausmultiplizieren liefert zum einen die Kreuzterme

b;;s ;—Sdp s,’Up/S/ €i(p+p v (276@)
L2, oy 47)

u} w_py = 0 (Orthogonalitét) (2.76f)

dp,sVy by sty — 0 (analog) (2.76g)

und zum anderen die Diagonalterme

b bp /5! ’LL sUp’s! ei(p_pl)z (276}1)
H/—/ ——
_Bp 1k d3z Lo,
—m 53,3’ —>(27T)36(3) (p_p )

E
— dysdf vf Ve — —dpod ,—5, o (analog). (2.761)
*m
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Damit folgt dann weiter fiir den Hamiltonoperator H:

: (2.767)
d? bt b d, od Ey k
H - Z pm |: D,s p7s’ - D,S p’s/] E(SS’S/ (276 )
s,s'==41
=Y / PpE,  [bbps = dydf] (2.761)
o—t1 —— ——
Teilchenzahloperator ... zu negativen
zu positiven Energiemoden
Energiemoden

(2.76l) liefert den erwarteten Ausdruck und verdeutlicht die Rolle der Erzeuger und
Vernichter (siehe (2.1]))

Tabelle 2.1: Rolle der Erzeuger und Vernichter

Teilchen mit Vernichter Erzeuger
pos. Energie | b(p, s) [d(p,s)] b"(p,s) [d"(p,s)]
neg. Energie d*(p, s) d(p, s)

und die Antikommutatorrelation

—dp ), = +d} s — {dy,sd,} (2.77)

= Zahl (im endlichen Volumen)—oo

liefert schlieRlich den Ausdruck

H= > / PpE, b by + df dps| + Zahl. (2.78)

s,8'==%1

Diese Zahl wird selbst bei einem endlichen Volumen unendlich grof. Die Theorie wird
ohne diesen Offset definiert. Siehe auch: Normalordnung. In dieser Formulierung sind

auch d und d* Vernichter und Erzeuger positiver Energiemoden!

Analog zum Hamilton-Operator erhalten wir aus der zweiten Quantisierung den

Impulsoperator p

= 3 (i 3,7+ +

p /d T (V)T U Feldoperator zj;l/d by [bp’sbp’s dp’Sdp’S} (2.79)
und unter Beriicksichtigung der Antikommutatorrelationen

P=2 / Epp by bps + dy sdps] (2.80)

s==£1
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wobei die auch hier auftretende “Zahl” aus Symmetriegriinden gleich null sein sollte.

Eine weitere Erhaltungsgrofse ist die Gesamtladung Q

Q = / &2l =) / & p [0 bys + dpsd ] (2.81)
s=+1
=Y / & p [b) by — df | + Zahl, (2.82)
s==+1

folglich haben b- und d-Teilchen gleiche (positive) Energien und Impulse, gleiche Masse,
aber Ladungen mit unterschiedlichen Vorzeichen.

Wir haben hier die zweite Quantisierung auf die Dirac-Gleichung bzw. auf Dirac-
Teilchen angewendet, da die Quantennatur dieser Objekte klar ist. Wir werden uns
bald der Quantisierung von klassischen Feldern zuwenden. Dort ist der Ausgangspunkt
ein ganz anderer. Die Quantennatur muf zunéchst erkléart werden. Zur Vorbereitung
werden wir dazu im oben behandelten Fall des Dirac-Teilchens eine klassische Feld-
theorie “herleiten”, die dann mit “kanonischen Mitteln” behandelt wird bzw. mit der
“kanonischen Quantisierung” die gerade hergeleiteten Ausdriicke liefert (operatorwer-
tige Felder, Hamilton-Operator...).

Gehe aus von

(i¥ —m)¥ = 0, (2.83)
wobei YV = 70, (2.84)

und & = ¢ = 1 (also keine Unterscheidung zwischen E und w. Wir konstruieren eine
Lagrangedichte mit zwei unabhéngigen Feldern W (z), ¥*(z) (unabhéngig, da komplex-
wertig), indem wir (2.83)) von links mit §¥ multiplizieren (wobei ¥(z) := ¥*(x)4°):

0= /t : /[R A5 () (55~ m) V() (2.85)
= 5/@/”? d*x¥(z) (iV —m) ¥(z). (2.86)
b Jrs
Daraus folgt dann schlieklich die Lagrangedichte £
L=U(z) @V —m)¥(z). (2.87)

Die Lagrangedichte ist der Ausgangspunkt fiir alle dynamischen Betrachtungen in

der klassischen Physik wie in der Quantenmechanik.
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Der zu ¥ (= ¥,) konjugierte Impuls I, ist

oL
o= —— =1V}, (2.88)
ov,
wobei, siehe auch oben, per def.
Ul = 0. (2.89)

Der zu ¥* konjugierte Impuls ist null. Daraus folgen dann die Hamiltondichte
H =TIV — £ = Ut (—i@V + fm)U (2.90)
mit @ = %9, die Hamiltonfunktion H

H = /d%% = /d%xpﬂ—z’oﬁ + Bm) V. (2.91)

Beim Ubergang von der Lagrange- zur Hamilton-Formulierung wird fiir das Feld und

das kanonische Impuls-Feld die Poissonklammer-Relation gefordert
{0o(Z,1), Ty (2, 1)} = 803 (& — &), (2.92)

wobei hier fiir Grassmann-Felder (s.u.) die Poissonklammer symmetrisch in den beiden
Argumenten definiert ist.

Der erhaltene Impuls P erfiillt iibrigens (dieser Ausdruck wird noch hergeleitet in
2.6)

P= /d&@*(—ﬁ)w. (2.93)

Die kanonische Quantisierungsvorschrift lautet: ersetze alle klassischen Felder durch
operatorwertige Felder derart, daf Feld (¥,) und konjugiertes Feld (II,) ein Analogon
zur Poissonklammer erfiillen, wobei ndmlich die Poisson-Klammer durch —i mal Anti-

kommutator ersetzt wird (im Falle bosonischer Teilchen wére dies —i mal Kommutator)
(0o (T, 1), (T, 1)} = i6,40P) (7 — &) (2.94)

Bemerkung: Hier in der Dirac-Theorie haben wir die Besonderheit, die in der klassischen
Feldtheorie nicht realisiert ist, dafs die Felder grundsétzlich nicht kommutieren, sondern

antikommutieren. Daher ist das Klammerobjekt oben ein Antikommutator. (Die hier
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vorliegende klassische Feldtheorie ist eine mit Grassmann-Feldern.) Benutzen wir noch

([2.88)) dann erhalten wir
{ta(Z, 1), 0 (F 1)} = 06 (F — ) (2.95)

Sodann erhélt man Hamilton-, Impuls-Operator durch Ersetzen der klassischen Felder

in den Hamilton-, Impuls-Funktionen durch die Feldoperatoren.

2.4 Kontinuuumstheorie/-mechanik I

Wir betrachten hier kontinuierliche klassische Felder, fiir die Bewegungsgleichungen
iiber das Wirkungsprinzip erklért werden. Wir behandeln zunéchst den Fall eines ska-
laren Feldes ¢(x) mit Werten in R. Dies wird spéter leicht auf mehrere Komponenten
und auch Werten in C erweitert werden.

Das Wirkungsprinzip besagt, daf die Natur einen Zeitverlauf von ¢(x) (= sei der
4er Raum-Zeit-Vektor) nimmt, so dafs die Wirkung S (ein Funktional von ¢) stationér

ist bei Variation um die physikalische Losung
Sle+d¢] =5[] =0-dp, (2.96)

oder: S ist eine differenzierbare Abbildung aus dem Raum der Funktionen ¢ in R (oder
C), wobei das Differential 0.5 (eine in diesem Zusammenhang iibliche Schreibweise) null
ist an den “Punkten ¢”, die per definitionem die Bewegungsgleichungen erfiillen.
Ublicherweise ist die Wirkung lokal, d.h. ein Raum-Zeit-Integral iiber eine Lagrange-
Dichte L, also einer Funktion von Funktionswerten von ¢(z) und deren Ableitungen

(grundsétzlich beliebiger Ordnung, fiir ibliche Theorien nur bis zu ersten Ableitungen).

S= / " L) (2.97)

L= / Bl (gp, %) (2.98)

Beispiel: Klein-Gordon Feld. Die Lagrangedichte lautet

dp 1 [ 0p Op 2 2
i IS e O (S 2.
£ ((p’ 3x“> 2 (Eh“ oz, e (2.99)
und ist lorentzinvariant.

Das Differential von lokalen Wirkungen berechnet sich wie Sie es wohl aus den

Vorlesungen TP I und II kennen kénnten: Seien zwei benachbarte Felder ¢ und ¢ + dp
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gegeben (mit gleichen Werten an den Anfangspunkten bzw. den Endpunkten der Zeit).

Wir werten aus

2 Jdp  0dy Op
— — 3 _— _— — _—
Slp + 0] — S[y] /t1 dt/d x [ﬁ <90—|— op, Dt + ax“) L (gp, 3x“)1 (2.100)

b2 oL oL 9(dp)
_ 3
_ /t dt/d x L%(SWF 500000 Dt } (2.101)
oL o oL
— 4 _
B /d g [830 Ozt 8(890/61’“)] 0% (2.102)

wobei wir zum Schluf partiell integriert haben. Die rdumlichen Oberflichenterme ver-
schwinden, da das Feld (p sowie d¢) bei ¥ — oo verschwindet, die zeitartigen Oberflé-
chenterme sind null, da wir von d¢ verlangen, daf es bei ¢; und t, verschwindet.

Bemerkung: Wir haben unsere Herleitung ohne die oft benutzte Notation / Relation
622 .= 0_(5p) durchgefiihrt.

Ozt T Oxh
Bemerkung: Mit einer Abhéngigkeit der Lagrange-Dichte auch von héheren Ablei-
tungen der Felder hitte die Euler-Lagrange-Gleichung Zusatzterme, welche?
Da nun S[p + dp] — S[p] = 6S - dp = 0 (d.h. §S angewendet auf dyp) fir alle dp

gelten soll, mufs die Euler-Lagrange-Gleichung

oL 0 oL
dp  Oxt I(0p/Oxt)

—0 (2.103)

fir p(z) (und alle x) gelten.

Beispiel: Klein-Gordon Feld. Die Euler-Lagrange-Gleichung zur obigen Lagrange-

Dichte ist 5 8
—m2p— @3_2 =0 (2.104)
also die Klein-Gordon-Gleichung.

Wir haben die lorentzinvariante KG-Gleichung in einem ausgezeichneten Inertialsy-
stem hergeleitet. Wir hatten sogar spezielle raumartige Flachen mit konstantem ¢ gleich
t; und ty benutzt. Wir hétten dieselbe Gleichung auch bei allgemeineren raumartigen
Fléachen erhalten.

Wir beschreiten nun den Weg zu einer Hamiltonschen Formulierung (“Gleichberech-
tigung von ¢ und 7”) der klassischen Feldtheorie und gehen zwischendurch in nicht-
manifest-kovarianter Weise vor. Wir zeichnen die Zeitkoordinate aus und definieren

zum Feld ¢ den kanonischen Impuls 7 durch

oc

"o

(2.105)
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und ¢ und 7 werden als gleichberechtigte und unabhéngige Variable behandelt. Die
Unabhéngigkeit wird durch die Poissonklammer ausgedriickt und die Hamilton-Dichte

‘H sowie Hamiltonfunktion H eingefiihrt
H=np—L, H:/d3x’H (2.106)

womit das Prinzip der kleinsten Wirkung formuliert werden kann und dann auf die
bekannten Hamiltonschen Gleichungen fiihrt.
Wir notieren diese Relationen hier direkt im Kontinuum und begriinden sie danach

mittels einer Diskretisierung des Raumes:

~
Sy
—
\.&l
~
:_/
Sy
—
81
\'c*
N~—
—
I
o

sowie

gp(f, t) = {gp(f, t)v H}
(1) = {7(7,1), H} (2.108)

Zur Begriindung der Kontinuumsformulierung: Wir zerlegen den 3-dim. Raum in kleine

Volumina AV; (gleicher Grofe), dann definieren wir in dem Teil Nr. ¢ das Feld

oilt) = Alm /A dap() (2.109)
so dafs
L= /d%c ~ Z AV,Li(i(t), pi(t), .. pjzi(t)...) (2.110)

wobei die Terme mit réumlichen Ableitungen durch geeignete Differenzen von ¢; ausge-
driickt werden konnen. Ein konkretes ¢;() tritt nur in £; auf. Daher ist der kanonische

Impuls p; zu ¢; ~
oL oL;

P P Dpi " ( )
wobei m; der Zellenmittelwert iiber AV, von
™= % (2.112)
O
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ist. Die Hamiltonfunktion ist nun
H=> pipi—L =Y AVi(mpi—L;) ~ /d3x[7r(a7, () — L] = /d%% (2.113)
Es gelten die Relationen

{ei), ()} =0
{pi(t), p;(t)} =0
{0i(t),pi(t)} = 6 (2.114)

sowie

@i(t) = {pi(t), H}
pi(t) = {pi(t), H} (2.115)

Diese Relationen im Limes AV, — 0 liefern die Beziehungen (2.107) und (2.108]).
Beachte dazu

1

6ij = {pi(t),pi (1)} = AVi{wi(t), mi(1)} = {pi(t), m;(t)} = A_V;(S“ (2.116)

was kompatibel mit (2.107]) ist
/ B / B {o(@,t), 7(Z', 1)} = dx / B’ (7 — 2)
AV; AV; AV; AV
= AViAV{gi(t), m;(t)} = AVid (2.117)

Kanonische Quantisierung Ersetze alle klassischen Felder durch operatorwertige
Felder derart, dak die Relationen (2.107) und (2.108|) gelten, wobei die Poissonklam-

mern durch —¢ mal Kommutator ersetzt werden

{od = =il ] (2.118)
ergibt
[p(Z,1), (&', 1)] =0
[7(Z, 1), 7(Z", )] =0
(&, 1), m (&', 1)] = i6™ (& — &) (2.119)
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sowie

#(,t) = —i[r(@,1t), H] (2.120)

[ (T, 1), s (2 1)] = 6,500 (F — &) (2.121)

sowie

i (Z,1) = —i[m (%, 1), H] (2.122)

In der kanonischen Quantisierung benutzt man die klassische Lagrange-Mechanik
als Leitfaden und erhélt so konsistente Vertauschungsrelationen und Feldgleichungen.
Auch die Existenz von Erhaltungsgrofsen wird so transparent und kann durch Quanti-
sierung der klassischen Ausdriicke behandelt werden. Wir kommen darauf bald zuriick.

Probleme der kanonischen Quantisierung: wie geht man mit Produkten von Feldern

und ihren kanonischen Impulsen um (Anordnung)?

2.5 Quantisierung des reellwertigen Klein-Gordon-Feldes

Die Lagrangedichte lautet

dp 1 (0p O¢ 2 2
S G [ (s 2.12
£ (90’ 83:“) 2 (89:“ ox,, i (2.123)

Der kanonische Impuls ist

oL
=" = 2.124
=05 ¢ (2.124)
Der Hamiltonoperator lautet
H= /d3x7-[ (2.125)
1 —
H=mp— L= 5[# + (V) + m?p?] (2.126)
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Wir suchen nun selbstadjungierte Felder ¢(x) und 7(z), die die Kommutatorrelationen
(bei gleicher Zeit) erfiillen sowie die Zeitentwicklung. Wir notieren die Kommutatoren

von ¢ und 7 mit der Hamilton-Dichte (Argumente sind 3er-Vektoren)

lole), M) = 5 (o), 7(0) + (Fepla)? + ()| (2.127)
— % [p(x), 7%(2)] = 16®) (x — 2")7(x) (2.128)
[r(2), H(a')] = 5 [w(a), 72 + (Vola))? + mi(a)] (2.129)
= 2 [r(@), (Vo)) + m2e(a')] (2.130)
— i (6’5@ (x — 2" \Vep(2) + 6@ (x — x’)mggo(:v)> (2.131)

Sodann integrieren wir iiber ' und erhalten

lp(x), H] = ir(z) (2.132)
[7(@), H] = =i (~V2p(2) + m*¢(a)) (2.133)
Diese Relationen sind fiir Zeit 2 = 0 hergeleitet worden, gelten aber auch fiir beliebige

Zeiten, also mit allgemeinem 4er-Vektor x und festem H (da H zeitunabhéngig ist).

Mit obigen Beziehungen haben wir aber die Bewegungsgleichungen der Felder her-

geleitet
o(z) =n(x (2.134)
i(x) = Vip(z) — m2p(x) (2.135)
woraus direkt
Blx) = (V2 = m?)p(x) (2.136)
i(x) = (V2= m?)n(z) (2.137)

und damit sind die Felder Uberlagerungen aus ebenen Wellen exp(i(k# — wyt) und
exp(i(/g:f%—wkt) wobei wy, = vV k? + m? positiv gewéhlt ist. Die Amplituden dieser Wellen
sind operatorwertig und unabhéngig von z. Achtung: die ebenen Wellen exp(i(/zf +wyt)

ersetzen wir durch exp(i(—kZ 4 wgt), indem wir einfach in dem Uberlagerungsintegral
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eine Substitution k¥ — —k vornehmen. Der Ausdruck/Ansatz lautet

a(];)eilsziwkt =+ G/Jr(lg)e*ilzfﬁ*iwkt] (2138)

. &k
W%ﬂzi/;iiﬁﬁi[

- -

wobei a(k) und a™ (k) zueinander adjungiert sind, damit ¢ hermitisch ist. Wir wissen
hier noch nicht, dafs diese Operatoren die Standard-Kommutatorrelationen erfiillen.

Fiir 7(Z, t) benutzen wir m = ¢ und erhalten

IUJk-) [G(E)ei];f_iwkt o a+(E)e—iEf+iwkt:| (2139)

d3k
ﬂ£®=i/—————%—
V/ (27)32wy,
und haben nun die Kommutatorrelationen zu iiberpriifen und die Zeitentwicklung der
Felder

L &k Pk e
[¢(m7t)790(x/at)] = / (271' ([a(k?)aa(kfl)]e(k + )e L

)Py 22,

)i Bk &) g il —wp )t

k:’)] ei(—Ef+k’£’) o~ i(—whtwy)t

+(E/)]ei(f ffk’f’)efi(fwkfwk/)t>
(2.140)

~
Q

Substitutionen und Invarianz der Frequenz unter Vorzeichenwechsel des Impulses liefert

Ek Pk

(2m)3 /2w, 2wy,

ST ([a(F), a(!)Je~ et

(@, 1), (& 1) = /

Damit diese Funktion der zwei Variablen x, 2’ iiberall null ist, mufs die Fouriertransfor-
mierte null sein. Das heift, dafs die Summe der vier Terme in der grofen Klammer null
ist fiir alle E, K. Nun zur t-Abhéngigkeit: Da wy 4+ wy nie null und grofer als wy — wy
ist, folgt

a(R), a(F)] = [a* (=R, a* (—F)] = 0 (2.142)
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Fiir die Mischterme erhalten wir lediglich (¢ = 0 reicht)
[a(k), a™ (=K")] + [at (—k), a(K")] = 0. (2.143)

Die Kommutatorrelation der 7 untereinander hilft nicht weiter, aber

120770 = [ e i) - ()

_[Q(E)7CL+ k/ ei(];‘fik/‘i‘/)efi(wk*wk/)t

a<k/>]ei(ﬁf+k’f’)efi(wk Fwyr )t

o (B), al Rkt
* (R), (B R s
(2.144)

Der erste und der vierte Term in der Klammer sind 0, der dritte Term wird zum zweiten

Term unter Benutzung von ([2.143))

() — —la(k), a+(E/>]ei(Ef—k’f’)e—i(wk—wk/)t —Ja(—R), a+(_]g/)]ei(_Ef+k'f')e_i(_wk+wk,)t
(2.145)

Wir fiihren nun im verbleibenden zweiten Term die Substitution k — —£k, K- —k

durch und erhalten
() — _[a(];)7 a+(l;’/)]ei(l}'g‘c’fk/j/) (e*i(wk*“’k’)t + ei(wk*wk/)t) (2.146)

Da [p(7,1), 7(Z,1)] = 6@ (7 — 7) folgt

S(3) (= kK PN (T (ami@h e ) iwk—w ) iRk
10(F—-12") = e (iwp) - [a(k), at (k)] (e7Hrmw)t 4 gllermen)t) o
m

)34/ 2wk 2w,

(2.147)
Dies gilt genau dann, wenn
1 g g s . - — —
—————wy - [a(k), aT(K)] (e rmer)t - ellenmen)t) = 56) (| — i) (2.148)
V2w 2wy,
was wiederum &dquivalent ist zu
[a(k),at (K)] = 6@ (k — k') (2.149)

Wir schreiben nun den Hamiltonoperator in diesen Erzeugern und Vernichtern,
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wobei wir abkiirzen fi(z) := exp(i(kZ — wyt))//(27)3 2wy
H= %/d% (72 + (V)2 + m%p?
1 3 31. 43 1./
=3 /d rd’kd’k (
— {wkwk/ + 1575’} {a(k) fi(z) — ()} {a(k) fo () — a* (K) fio(x) }
+m* {a(k) fu(z) + (2)} {a(k) fur (2 (/f')le‘/(ff)}> (2.150)

Wir integrieren zunéchst iiber x, was Delta-Funktionen in kLK liefert, sodann inte-

grieren wir iiber £’

H = % / &k < {—w,% + R+ m2} {a(k)a(—k)e ¥ + a™(k)a™ (—k)e* '}

2wk

-~

=0

+{d+E“HM}M%MW@+aﬂ@M@}>

~

_9,.,2
=2wj,

= / d*k oy [a(k)a™ (k) + a* (k)a(k)] = / d*k [a+<k>a<k> (%)1 - (2151)

wobei die additive Konstante 1/2 sich im Falle eines endlichen Volumens ergibt, spa-
testens die Summe unendlich ist (im V = R® Fall ist dies schon §(0)), und einfach

fallengelassen wird. Der Impulsoperator ergibt sich aus dem klassischen Impuls (noch

herzuleiten)
P=— /d% 7V (2.152)
durch Einsetzen der Felder zu
1 - - 1
Pzé/ﬁ%kh%MWM+uW@M@}:/ﬁ%kFW@MM+§] (2.153)

2.6 Quantisierung des komplexen Klein-Gordon-Feldes

Die Lagrangedichte lautet

Op Oy op* dy 9 4
— — 2.154
E(gogo,auaxﬂ) Juv O, m-p*p (2.154)
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Die kanonischen Impulse sind

T=—=¢" und 71=_—=¢ (2.155)
Die Hamilton-Dichte ist dann
H=np+n"p"—L=mn"r+ ﬁgp*ﬁgp + m2p*p (2.156)

Wir suchen nun (nicht selbstadjungierte) Felder ¢(z) und 7 (z), die die Kommutator-

relationen (bei gleicher Zeit)

o), ()] = [T (2), "] =0,  [p(x),¢ " (y)] =0
[7(2), 7)) = [ (@), 7 ()] = 0, [x(2), 7 ()] = O
(), 0" ()] = [ (2), (y)] = 0
[7(7,1), 0(7.0)] =[x (T,1), " (7,1)] = =16 (T — ) (2.157)
erfiillen sowie die Zeitentwicklung.
Wir schreiben analog zum hermitischen Skalarfeld
/ 27T 32wk k) ikz— lwgt +at (k‘) —i :p+iwkt]
0= [ > %k (R Rt g (F)elRee]| (2.158)

mit verschiedenen a, (k) und a_(k), da ¢ nicht hermitisch ist. Eine Uberlegung analog

zum hermitischen Fall liefert

lax(k),ax(K)] = [af(k),af(K)] =0, (vier Fille)
la+(k), a™ (k)] = [a—(k), af(K)] =0
0 (), a3 (K)] = [a_(k), a ()] = 69 (F — B (2159)

Wir héitten auch alternativ in der Lagrange-Dichte den Ansatz

1 1

=5 (o1 +ips) , ¢ = 7 (o1 —ip2) (2.160)

mit unabhéngigen reellwertigen Feldern ¢y, (oo machen konnen. Dies héatte die Lagrange-
Dichte in zwei unabhéngige Terme von der Art des letzten Abschnitts getrennt. Wir

hatten dann quantisiert, d.h. die Felder ¢; und ¢ wie bekannt mit Vernichtern / Er-

58



zeugern ay(k), ai (k) und ai(k), af (k), die Standard-Kommutatorrelationen erfiillen,

geschrieben. Beide Ansétze sind kompatibel, wenn

1 .
ay (k) = 7 {ax(k) +1a2(k)} {a1 —iag (k) }
1 :
a_(k) = 7 {a1(k) —ias(k)} , {al ) +iag (k) } (2.161)

Offenbar geniigen ay (k) und a;2(k) derselben Operatoralgebra.
Fiir den Hamilton- und den Impuls-Operator finden wir (unter Auslassung der

Nullpunktsbeitrige)
H= / Pl op [y (k) +n_ (k)] = / Bl cop [ (k) + o (k)]
P / B [ (k) + (k)] = / BH F [ () + na (k)] (2.162)
Die erhaltene Grofe Ladung, zu der eine Kontinuitatsgleichung erfiillt ist, lautet
Q=1 [ 'z (" — i) (2.163)
Ersetzen der klassischen Felder durch die quantisierten liefert nach etwas Rechnung
Q= /d3k [ny(k) —n_(k)] (2.164)

Damit haben +-Teilchen gleiche (positive) Energie und gleichen Impuls, aber Ladungen

unterschiedlichen Vorzeichens.

2.7 Kontinuuumstheorie /-mechanik II: Erhaltungsgroéfsen

Wir leiten hier Erhaltungsgrofen {iber die Kontinuititsgleichung her, indem die Strom-
dichten aus der Existenz von kontinuierlichen Symmetrien der Lagrangedichte konstru-
iert werden. Dies ist eine Realisierung des Noether-Theorems, das Sie aus der TP 1

kennen.
Innere Symmetrien und Erhaltungsgréfien/Ladungen

Wir betrachten eine Schar von Transformationen U(e), die Felder ¢,(x) (r =

1,...,m) lokal abbilden auf ¢/.(z). Typischerweise sind U (e) Drehungen oder Ahnliches
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im Raum R™ (oder C™). Fiir kleine € mag eine Linearisierung gelten

0n(2) = @r(@) — ieAnsps(2) (2.165)

wobei A.s “geeignete” Konstanten sind mit einer impliziten Summation tiber s =
1,...,m.

Wir kiirzen ab

opr(x) i= @ (2) — @r(x) = —ieAsps()
_ ;0o\ Opr
0L(z):=L ((pr, 8x“) L (gpr, (%U“) (2.166)

Wir betrachten nun den Fall, daf die U(e) Symmetrien sind, d.h. die Lagrangedichte

invariant lassen. In der obigen Linearisierung heifst dies
SL(z) =0 (2.167)

Wir setzen nun die Existenz einer solchen kontinuierlichen Symmetrie voraus und
wenden diese auf Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen, d.h. auf physikalische Lo6-

sungen an und finden 4er-Stromdichten, die die Kontinuitétsgleichung erfiillen, ndmlich

0 oL

T |8 Jom) P

L0 o oL

— 0w 00, [0 T T (0, j0w) T
=5

oL oL 9

0y dp, =0L=0 2.168
90. " T 5(0ps 0wy 0¥ (2.168)
Wir haben diese Rechnung in der ersten Zeile mit einem aus dem Hut gezogenen Ansatz
fiir die 4er-Stromdichte begonnen. Wer eine Begriindung fiir diesen Ansatz sucht, lese
die Rechnung riickwérts.

Die erhaltene Grofse ist

oL
[ e 9L _ 2.1
Q /d x@(agpr/axo) )‘7’3905 /d xﬂ-r/\rsgos ( 69)
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Translationsinvarianz

Sei €, eine kleine (konstante) Translationﬂ mit beliebigen Raum-, Zeit-Anteilen

@ (7) = pr(z +€)

0, (x
(@) = g+ ) — () = e, 220 (2.170)
andert sich die Lagrangedichte um
oL
0L=L—L=¢€5— 2.171
L:=L—-L E”@mu (2.171)

Wenn £ nicht explizit von x abhéngt, also £ = L (gpr, %) dann ergibt sich die Ande-

rung aus der Anderung des Feldes

oL 0
oL = Z{ a_% 5“0”3(8%/3:5#) (‘3x”5%]

azﬂ a(aw/azu)

0 oL 0 oL oy,
= 5 r = v
i B Y ol ]
gilt fiir Translationen und auch Rotationen fiir Translationen
(2.172)

Setzen wir beide Ausdriicke gleich, so erhalten wir

oL B ) oL Oy,
IS B Eh =/ — 2.1
e 2 Frt L

”w

was fiir beliebige, unabhéngige €” eine Kontinuitatsgleichung darstellt fiir den (per def.)

Energie-Impuls-Tensor J

0 0y,
a_%j”” =0,  Jw=—-gul+ Z { 8%/8% axv] (2.174)

Fiir jedes v ergibt sich eine Erhaltungsgrofie, was den 4er-Impuls definiert

= /d3x Jov = /d?’x [Z Wrgi; —go,,£] (2.175)

2Wir benutzen hier durchaus , also ¥/ (2’) = () mit 2’ = = + €, dann substituieren wir
x — x — €, so dal 2’ — x sowie ¢'(z) = ¢ (z — €). Sodann ersetzen wir ¢ — —e. Die Merkregel “Neue
Funktion am neuen Ort gleich alte Funktion am alten Ort” ist dquivalent zu “Neue Funktion am alten
Ort gleich alte Funktion am invers transformierten Ort”.
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Die 0. Komponente ist die Hamilton-Funktion H, Jy ist die Hamiltondichte. Wir

wissen, daf
{er(2), Po} = #r() (2.176)
Wir quantisieren die Felder und benutzen dieselben Ausdriicke im klassischen Fall
[pr(2), Po] = i () (2.177)

Nun betrachten wir die Kommutatoren mit den rdumlichen Komponenten (wir kénnen

. : 0
und miissen im folgenden 2° = 2° voraussetzen, warum?)

[pr(x), Pj] = / d%’gs: {w(x)ms(x’)gjj}
- [ S o) e 3

16, s003) (Z—")

()
oxJ

=1 (2.178)
Der Operator P; ist somit der Erzeuger der Translationen im Raum, mit anderen Wor-

ten der Impulsoperator.

Rotationsinvarianz
Wir betrachten nun infinitesimale Drehungen (oder auch Lorentz-Boosts). Wir hat-
ten die Darstellungstheorie frither betrieben und infinitesimale Erzeuger Aw genannt,
hier sind es € Symbole. Im allgemeinen Fall, in dem das Feld nicht skalarwertig ist,
ergibt sich ein Transformationsverhaltenf’]
/

_ v —
T, =1, + €T, € = —€yy

on(x) = 5, (e)ps(2') (2.179)

In der Dirac-Theorie hatten wir gesehen, daf

1
Srs(G) = (57«5 + §[7#7 f}/y]rseﬂl’ (2180)

zu wahlen ist, damit die Dirac-Gleichung kovariant ist.

3Die néchsten Formeln sind dquivalent zu ((1.133), wenn hier ¢ — —e gesetzt wird, man findet
namlich “Neue Funktion am alten Ort gleich alte Funktion am invers transformierten Ort”, aber mit
der Transformation des Spinors nach S~!(—¢) = S(e).
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Im allgemeinen Fall schreiben wir

1
Srs(€) = 0ps + =20 €

2 rs
0 1
00, = €, |2 =0, — =X, 2.181
SO 6# T ax#SO 2 rSs 90 ( )
Wie oben erhalten wir sowohl ar
oL = ew,:c”a—xu (2.182)

als auch

) oL
oL =g Z 20, 0 P

(2.183)

Dies wollen wir als Produkt von €,,, mit einem antisymmetrischen Term in ;v schreiben

1 0 . v 0 .,
oL = §E’u,, (—g oV L — @g)\ l’“ﬁ)

oz
1 d A,V AV
= 56#,/_(%/\ (g ' — gV )ﬁ (2.184)
Nun auch
1 0 0
v o R "2

5907“ 26#1/ |:< 8[Eu x a 1/) Pr Ers SOS:|

1 0 oL 0 0

= — [ _ nyv

0L = 2w Zr (D, /D) K"” oz, 3%) Pr = 2 %} (2.185)

Da € (bis auf die Antisymmetrie) beliebig war

0 5 Ly oL v 0 0 1%
0=27% {(9A o — M) L+ 9(Dp, /07 Kx oz, xuaxy) o E’“g%} }
G, , , oL v
_ o {({L’ j)\u _ x”jA ) + E —a(awr/ax)\)zrggos} (2.186)

Das Object in runden Klammern mégen wir M** nennen und ist eine erhaltene Strom-
dichte. Die erhaltene Grofe ist der Drehimpuls

MYH = /d3IM0V'LL — /d35(] { (J]Vjo'u _ x,ujOV) + Zﬂ'rxﬁf:g&s} (2187)
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Dies quantisiert liefert tatséchlich den infinitesimalen Erzeuger der Drehungen, denn

dpr Do,
(o0 (2), M) = i (x”a% - x“a% + 2:5%(9;)) (2.188)
w v

2.8 Green’sche Funktionen und Propagatoren

Physikalische Messungen von Leitfahigkeiten, kalorimetrischen Gréfsen und Suszepti-
bilitdten allgemein, Neutron-, Elektron-Streuexperimente etc. stellen ein Ausmessen
von Korrelationsfunktionen dar. Die elementaren Korrelationsfunktion, die im idealen
Teilchengasfall iiber das Wick-Theorem die zusammengesetzten, mefsbaren Korrelati-
onsfunktionen liefern, sind die sogenannten 1-Teilchen-Greens Funktionen bzw. Propa-
gatoren. Auch im Wechselwirkungsfall sind diese Funktionen von grofer Bedeutung,
das sie elementare Objekte der Storungstheorie sind und in Feyman-Diagrammen durch
Propagationslinien représentiert werden.

Wir werden hier natiirlich nicht die Stérungstheorie entwickeln kénnen, geben aber
die allgemeine Definition des Feynman-Propagators und werten diesen fiir wechselwir-
kungsfreie KG- und Dirac-Felder aus.

Geladenes Skalarfeld
Wir definieren
Ap(e — o) = =0T (p(x)¢* (@) [0) (2.189)

wobei der Zeitordnungsoperator allgemein wie folgt definiert ist
T (a(z)b(z")) = a(z)b(z")0(t — t') £ b(z")a(z)0(t — t) (2.190)

mit oberem/unterem Vorzeichen fiir bosonische/fermionische Felder. Explizit (bosoni-
scher Fall)

Ap(z —a') = =i(0lp(z)p" ()[0)0(t — t') — (0™ (z")p(x)[0)0(' — 1) (2.191)

Es gilt
(O +m*)Ap(z —2') = =W (z — 2) (2.192)

was wir durch Einsetzen der Felder als Fouriertransformierte der Erzeuger und Ver-

nichter von Energiemoden zeigen werden. Evtl. gelingt auch ein direkter Zugang wie
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er unten im Dirac-Fall angedeutet wird.

dgk/ = NP = 1. ol
ot () [ai(k/)em Fa_(Fe it } (2.193)

B \/ (27?)32wk/

-

mit 4er-Impuls k = (wy, k) und grundsétzlich positivem wg. Wir berechnen nun den Va-
kuumerwartungswert und brauchen aus bekannten Griinden (Teilchenzahl-Argument)

im Produkt nur Terme vom Typ aa™ zu berticksichtigen

(Olp(2)p™ (2)|0) =

A,
=) Crp e (0la (k)aZ (K')|0) (2.194)

Da
as(Rat(f) = |as(B), af (8] + af () (F) (2.195)
!, \W_/
I —0
=5<5>(k—k’)

wobei der zweite Term im Erwartungswert verschwindet. Damit finden wir sofort

4’k ik(z'—x)

+ (.. _
0o @10 = [ (2.196)
Analog finden wir
O @pta0) = [ e (2197)
(27)3 2wy, '
so dak
Ap(z —2') = —i / _dk [e—im—x’)e(t —t') 4 e HEDg( — 1) (2.198)
F (27)32wy, '

also eine Uberlagerung von ebenen Wellen positiver Energie, die in beiden Fillen in
zeitlicher Vorwartsrichtung propagieren.

Wir wollen das 3-dim. Integral in folgendes 4-dim Integral

d'k 1 ik(o—a’
Ap(z —a') = / 2 I R i Hemr) (e — 07) (2.199)

-

umschreiben. Hier ist k = (ko, k) und ko ist eine Integrationsvariable, die iiber die ganze
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reelle Achse lauft. Der Nenner
K2 —m? +ie =k — k> —m® +ie = k2 — w? + ie (2.200)
hat zwei Nullstellen in der Nahe von +wy: kg = +wy, + 6
0= ki —wi +ie = 26 + 6% +ie (2.201)

hat unter Vernachlissigung von ¢ die Losung 6 = Fie/wy. Die Nullstelle bzw. der Pol
des Integranden mit positivem /negativem Realteil liegt leicht unterhalb/oberhalb der

reellen Achse. Wir rechnen

— ¢ 2.202
/27rk(2)—w,%+iee ( )

mit funktionstheoretischen Mitteln. Wir kénnen fiir t—¢" > 0 den Integrationsweg durch
Hinzufiigen eines groften Halbkreisbogens in der unteren Halbebene schliefsen, ohne den
Wert des Integrals zu dndern (der Integrand verschwindet auf dem zugefiigten Teilweg).
Fiir t — ¢’ < 0 schliefen wir den Integrationsweg in der oberen Halbebene, ohne den
Wert zu dndern.

Der Wert des sich jeweils ergebenden geschlossenen Konturintegrals wird mit dem
Residuensatz ermittelt. In beiden Fallen gibt es genau eine Polstelle, die beitrédgt. Das
Residuum ergibt sich durch Ableiten des genannten Nenners nach ky mit anschlie-
fendem Einsetzen der Nullstelle. Beachte den Vorzeichenwechsel bei Anderung des
Umlaufsinns der Kontur.

Fir ¢t — ¢ > 0 wird die Polstelle mit positivem Realteil in der unteren Halbebene

mit negativem Umlaufsinn umlaufen

dky 1 —iko (t—t") 2mi 1 k(t—t")
. - L e 2.203
/ 27 k:g—w,%—kiee 21 2wy ( )

Setzen wir dies in (2.208)) ein, ergibt sich (2.198)) im Falle t — ¢’ > 0.

Fir t — ¢ < 0 wird die Polstelle mit negativem Realteil in der oberen Halbebene

mit positivem Umlaufsinn umlaufen

dko 1 7'k0(t7t’) 271 1 . k(tft’)
- e = — ——¢¥ 2.204
/ 2m k2 —wi+ ie* o — 2wy ( )

Setzen wir dies in (2.208) ein und nehmen die Substitution k— —k vor, ergibt sich
(2.198]) im Falle t — ¢’ < 0.
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Nun sehen wir auch

Ak —k? +m?
2m)4 k2 — m? + ie

O+ m*)Ap(z —12') = / ( e ke=) — 5@z — ) (2.205)
Bemerkung: Ap ist eine Greensche Funktion. Statt des Integrationsweges entlang der
reellen Achse leicht unterhalb/oberhalb des Pols bei Fwy, kann man auch beide Polstel-
len oberhalb (unterhalb) umlaufen und erhélt so die retardierte (avancierte) Greensche
Funktion mit Beitrdgen nur fir t — ¢ > 0 (¢t — ¢’ < 0), aber mit sowohl positiver als
auch negativer Energie.

Dirac Feld

Abschlieflend wollen wir noch definieren

Sp(r — a")ga = —H(0|T (¥5(2)va(z")) 0) (2.206)

beschreibt Propagation von Wellen positiver Frequenz (Energie) in Vorwértsrichtung.

Man sieht “elementar”, daf
(iV —m)Sp(x —2') = 6W(x — ') (2.207)

Dazu benutzt man (i¥ —m)y(z) = 0 und die Definition von Sp iiber die Erwartungs-
werte multipliziert mit Theta-Funktionen. Die Zeitableitung liefert dann zwei Terme
mit Delta-Funktionen in der Zeit, welche im wesentlichen zum Antikommutator von
Y(z) und ¢F (a') bei t = ¢’ fihren. Dies liefert dann die 3-dim Delta-Funktion.

Wir finden aber auch iiber die Entwicklung nach Erzeugern und Vernichtern von

Energiemoden

4
Sp(x — ') = / (d ko __k+m e~kl@=2) (¢ 5 0F) (2.208)

2m)4 k2 — m? + ie

wobei der Bruch zu 1/(f —m) vereinfacht werden kann, wenn der Weg wie im KG-Fall

gewahlt wird.

3 Pfadintegrale

Die Pfadintegralquantisierung erlaubt z.B. die Berechnung der Zeitevolution eines Zu-
standes durch klassische Daten: Summe /Integral tiber die Menge aller moglichen Wege
von Anfangs- zu Endkonfiguration, wobei der Integrand das Exponential der Wirkung

des jeweiligen Weges ist. Dieser Zugang benétigt keine Operatoren, kann aber aus der
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kanonischen Quantisierung hergeleitet werden. Die Pfadintegralmethode geht auf (Wie-
ner), Dirac, Feynman (!), Schwinger zuriick. Weiteres Stichwort: Trotter-Zerlegung.
Die Pfadintegraldarstellung hat verschiedene Anwendungen. Zum einen lassen sich
mit ihr das Wick-Theorem und die Storungstheorie bzw. Feynman-Diagramme herlei-
ten. Zum anderen ist die Pfadintegraldarstellung die Grundlage der Behandlung von

Quantenfeldtheorien mittels Monte-Carlo-Simulationen.

3.1 Einfiihrung

Wir fithren die Standard-Ubung durch, ein einziges Teilchen in einem Potential V.
Um gewisse Gaulintegrale moglichst simpel zu halten, beschrinken wir uns ferner auf
Raumdimension d = 1. Wir folgen der Notation von Cheng+Li (2000). Orts- und

Impulsoperator heiffen () und P, der Hamiltonoperator ist

1P =2 1 vig) 1)

wobei dieser “Ausdruck” spéter auch fiir klassische Gréfen benutzt wird. Wir interes-

sieren uns fiir das Ubergangsmatrixelement
(e g) (3.2)

wobei die Zusténde |g), |¢') Eigenzustédnde zum Ortsoperator sind. Mit der Kenntnis
der Ubergangsmatrixelemente kann dann z.B. auch die Wellenfunktion eines Zustandes

Y zur Zeit t' aus der zur Zeit t berechnet werden

(g ) = (d| V() = (d|e D |y(t)) = / dg (q'|e 7D q) (g l(t))  (3.3)
:/ﬁqu*““”m¢@x> (3.4)

Zur Einordnung: |v), |¢) sind Zustdnde im Heisenbergbild bzw. im Schrédingerbild zur
Zeit 0, |1(t)), |q(t)) sind Zustédnde im Schrodingerbild zur Zeit ¢. Um spéter Mifiver-
stdndnisse zu vermeiden, schreiben wir |g, ) = |¢(t)). Das Ubergangsmatrixelement ist

damit
(d,t]q,t) = (¢| e HED|g) . (3.5)
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Wir zerlegen nun das Zeitintervall in n Teile der Linge 6t = (¢’ —t)/n. Die Ubergangs-

amplitude kann nun geschrieben werden als

(] e HE=D lq) = /d%md%—l (] e iHot |gn-1) (qn-1]| e i |qn—2) ... {q1] e o lq) .

3.6
Wir kénnen nun die Exponentiale entwickeln, da die Argumente klein sind o
(¢ e |q) = (¢'|[1 — iH 4t} |q) + O (6%) . (3.7)

Fiir den Hamiltonoperator mit kinetischer und potentieller Energie gilt
W1 HP.Q) o) = ] f—m o+ (L) st - 59

— dp re Q+q /dp ip(¢'—q)
d / +
e {Qm v (130)) .10

wobei in der ersten Zeile das Skalarprodukt zweier Eigenzustinde zum Ortsoperator

die o-Funktion lieferte, wir in der zweiten Zeile ein vollstandiges System von Eigenzu-
standen |p) des Impulsoperators eingefithrt haben mit den bekannten Skalarprodukten
mit den Eigenzustédnden des Ortsoperators und der Darstellung der 6-Funktion. Schritt
fiir Schritt sind aus Operatoren Zahlen geworden auf Kosten der Einfithrung von Inte-
gralen.

Wir fassen die Beitrige zur Ubergangsamplitude zusammen

i dp [P q+q
/ iH 8t _ 1p q—q) .
(d'|e lq) / 5¢ {1 it {_Qm +V < 5 (3.11)

_ / P ip(q'—a) o=idtH (p.(a+0)/2) (3.12)
27T

Dies wenden wir fiir jedes Teilintervall an und erhalten so

d dpn,
(| HED gy = / v Ao [ o dgn
2 2w

exp ( Z —qj-1) — 0tH(py, (¢ + q;— 1)/2)]> (3.13)
wobei ¢o = ¢ und ¢, = ¢. Als nédchstes benutzen wir, dafs die Impulsvariable in H

quadratisch eingeht und wir die p-Integrale als Gaufintegrale explizit ausfithren kénnen,

wobei wir der Zeitdifferenz einen kleinen Imaginérteil zufiigen, so daf it einen kleinen
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positiven Realteil besitzt. Wir benutzen

/ d_'refa:l:z#»bx — ]' eb2/4a ’ (314>

oo 2m dma

wobei a, b komplexe Zahlen sind, wobei a einen positiven Realteil besitzt. Wir erhalten

dp; o omo\ L2 im(q; — qj-1)*
/—e Xp (——p] +ip;(g; _QJ'—l)) = <2m(5t> exp { 551 (3.15)

Das Mehrfachintegral iiber p; und g; Variable wird nun zu

, . , n/2 2
(q|e7 0 |g) = 27“& /qug exp ( Zét [ ( 1) -V
(3.16)

im Limes n — oo. In diesem Grenzfall wird aus dem Differenzenquotienten im Expo-
nenten die Geschwindigkeit ¢ und die Summe im Exponenten zum Zeitintegral iiber
einen Ausdruck, der Funktionswerte und Ableitungen eines Weges ¢(7) enthélt. Das
Mehrfachintegral [ H;:ll dq; wird zum (Funktional-) Integral iiber alle derartigen Wege
q(7), die in ¢(t) = ¢ beginnen und in ¢(t') = ¢’ enden.

(d t]q.t) = (| HE|g) = N/[dq] exp <1/t dr [%4(7)2 — V(q(T))}) , (3.17)

Die Symbole [dg] und N bezeichnen das Integrationsmaf und die Normierung, die
nur zusammen und als Grenzwert der obigen Diskretisierung verstanden werden. Wir
bemerken, dafs der Ausdruck in eckigen Klammern gerade die Lagrangefunktion ist

L = 24> — V(q). Alternativ bekommen wir

(d t]q.t) = (e HEg) =N / [dg] exp (i /t drL(q, d)) , (3.18)

wie angekiindigt.
Bemerkung (i): Das Integral (3.13)) hiitte auch als Pfadintegral

(e D g) = N / [dpdg] exp (i /t t drlpg — H(p, q)]) : (3.19)

mit unabhéngigen Funktionen p(7) und ¢(7) geschrieben werden kénnen, aber mit

Randbedingung ¢(t) = ¢, q(t') = ¢'.
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Bemerkung (ii): Fiir Korrelationsfunktionen bekommen wir jetzt direkt

{q'] exp (-1H (¢ = 1)) T [Q(t1)...Q(t:)] )
= N/[dde] q(t1)..-q(tn) exp (i /tt drlpq — H (p, q)]) (3.20)

= N/[dQ] q(t1)..-q(tn) exp <i /tt dTL(q,fi)> , (3.21)

wobei T das Zeitordnungssymbol ist. Ohne dieses Symbol und bei Zeiten, die nicht
wie t; > ty > ... > t, angeordnet sind, waren sehr dhnlich aussehende Integrale das
Ergebnis, aber mit Pfaden ¢(7), die stiickweis definiert sind auf iiberlappenden Teilin-
tervallen.

Bemerkung (iii): Diffusiongleichungen kénnen analog mit Pfadintegralen “gelost”

werden (Wiener).

3.2 Koharente Zustande
3.2.1 Bosonische Systeme

Wir betrachten hier Quantenfeldtheorien in beliebigen Raumdimensionen d. Wir ent-
wickeln zunéchst den bosonischen Fall.

Zum Aufwérmen: 0-dimensionales, bosonisches Vielteichensystem mit Wechselwir-
kung. Dies soll heifen: wir betrachten ein Quantenfeld ohne kontinuierlichen (Ort-,

Impuls) Index und einen Hamiltonoperator wie folgt

H=H(@®, &) =0 0+ V(O 0), [0+ =1 (3.22)
V normalgeordnet, d.h. V = Z Vi (@)™ (3.23)

das Vakuum sei |0), also ®]0) = 0 und (0|0) = 1.

Eine vielleicht verwirrende Bemerkung: die hier ins Auge gefafste 0-dimensionale
Quantenfeldtheorie ist mehr oder minder dquivalent zu einem eindimensioanlen quan-
tenmechanischen Teilchen in einem Potential, siehe (an-) harmonischer Oszillator.

Wir wollen u.a. alternative Formeln fiir die Zustandssumme Sp e ## herleiten, d.h.
solche, die nicht die explizite Diagonalisierung des Hamiltonoperators H benutzen.

Dazu fiihren wir koharente Zustande ein

lo) :==exp(p - ®7)|0) , fiir jedes ¢ € C. (3.24)
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Wir werden bald koharente Fermionenzustéinde kennenlernen und evtl. auch spinkohé-
rente Zustande.
Kohirente Zustinde zeigen minimale Unschérfe. Fiir uns sind hier die folgenden

Eigenschaften wichtig

(7) (l¢))pec  ist vollsténdig (3.25)
(@) @lp) =l (3.26)
(iii) (o] B) = exp(ap) (3.27)
) (3.28)

ded .
Darstellung der Eins 1 = / %G_W o) (¢
i

wobei mit dem Integrationsmafl gemeint ist
dpdp = dp Ndp = d(x —iy) Nd(x + iy) = 2idz A dy,, (3.29)

und das Integral ist das einer 2-Form iiber die 2-dimensionale Mannigfaltigkeit R?.

Beweis: (i) Ableitungen nach ¢ erzeugen alle (®*)" |0) . (3.30)
(i) (o] B) = (0] exp(a®) exp(BT) |0) (3.31)
— (0] exp(507) exp(ad) exp([ad, 567]) [0) (3.3
=1-exp(ap) (3.33)
d
(17) ﬁ(zm) — (a] ®|p) = Pexp(apf) = B {a| 5) — Behauptung  (3.34)
ded .
(tv)  {«a|Integralausdruck |3) = / L (a] ) (p| B)
2mi N———’
exp(ap+@p)
_1! / izt H@tB) / eV @)
7r
1 (a+8)2 _(@-p)* aB
- %\/Ee i ymem 2 =e" = (a| B) (3.35)
Aus der Darstellung der Eins folgt auch die Spurformel
dedp o dedy o
A= | —Fe™%7 A= | ——e ™ (plA : .
Spd= [ TS o) (el A= [T Al 330)

Wir “berechnen” nun die Zustandssumme mittels Trotter-Zerlegung (N — o0),
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Einschieben von Darstellungen der Eins und Spurbildung mit ¢y = ¢

_ —-BH __ 5y N
Z =Spe =Sp (e N ) (3.37)
N
doidp;
= / [ 525 e (g e RO |, ) (3.38)
1 2mi -— !,
:<90j| @j—l) exp(— & H(@j.05-1))
exp(@jp;j—1)
N N
dp;de; _ g
— — 7 . R p— . __H . . 339
/<]Hl o )P ; 2i(pim1 = @) = H(@5.05-1) (3.39)

= /[d@d@] exp (— /05 dr(pp + H(p, 90))) (3.40)

wobei die Wege periodisch sind () = ¢(0).
Die Ubergangsamplitude ist: wieder Trotterzerlegung mit N Teilintervallen, N — 1

inneren Intervallgrenzen und N — 1 Integralen, ¢y = ¢, oy = ¢’

(| e =D )
N—-1

:/<H d@jd@je_cpj@j)
. 2mi
7=1

(pg] e OHETR) oo _1) (3.41)

<90j | 909‘—1) exp(—iotH (@;,05-1))
—_——

exp(P;¢5-1)

N-1 N
dp;dp; _ _ . _
= / (H %) exp | NN + Z Pi(pj—1 — ;) —10tH (P, pj-1) (3.42)
1 ———

Jj=1

—

I
[ =

J

i=1 —p-6t

- / (ddg] exp (@(t’)w(t’) - / S drlge +iH (g, w)]) (3.43)

Wir sehen, daft die Exponenten in und durch eine Wick-Rotation ineinan-
der iibergehen, d.h. durch “analytische Fortsetzung” (wobei hier die Randbedingungen
ein wenig storen):

g —i(t —t), dr — idr . (3.44)

Wenn dann auch das Argument 7 von ¢ durch i7 ersetzt wird, so bleibt die Kombination

dr¢ invariant, aber H wird zu iH.
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Wir kénnen das Ergebnis (3.43)) symmetrisieren

t t
— / drpp (3.45)
t

t

tl
/ dTop = pp
t

und erhalten

(| e HE=D )

_ /[ dpdg] exp <@(t’)<ﬁ(t’)+@(t)so(t) . / 0 [M _Ho. @} ) (3.46)

2 21

TV
Norm der Zustande ¢’ ¢

mit Wegen ¢(7) mit Randbedingungen (') = ¢’ und ¢(t) = . Nun haben wir wieder

eine Darstellung wie in (3.19) gefunden, denn

P — PP _
L="—0""—-H(py) (3.47)

und der Impuls zu ¢ ist —@/2i, der Impuls zu @ ist ¢/2i

_ 9L _
=5 -

% 0L 0
_r T = = . 3.4
2i’ (3.48)

T 9% 2

Wir fassen fiir normierte Anfangs- und Endzusténde |p), zusammen

@10 ), = [ldaddexp (i / “arLe, so>) ~ [ldgdelexp isn). (349

wobei der letzte Ausdruck mit Wirkung S fiir & “ungleich 1”7 geschrieben wurde. In
beliebigen Raumdimensionen d, also mit Feldern, die einen kontinuierlichen oder dis-

kreten Index r tragen (aus R? oder 7%) gilt analog

el oD o), — [ TTdgde o (i [ e, {M)) ,

(3.50)

mit L analog zu (3.47) mit Summation/Integration iiber den Index r. Die Zustand-

summe ist
X 8
Sp e BHUST L@ _ / [ T4, de.] exp ( / dTL({sor}v{s@r})) (3.51)
, 0

mit L analog zu (3.47) ohne imaginére Einheit im Nenner, mit Summation/Integration
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iiber den Index r.
Da in d Dimensionen H ein d-dimensionales Integral iiber die Hamiltondichte H

ist, ist I dies ebenso
"= / A (), (), L= / A L(B(r), o(r)) (3.52)
so dafs die obigen Pfadintegrale die Form
Jiazaden ([ #stiea). o) (359
haben.

3.2.2 Fermionische Systeme

Wieder zum Aufwérmen: O-dimensionales, fermionisches Vielteichensystem mit Wech-

selwirkung
H=HW" ), {00} =1 (3.54)
H normalgeordnet, d.h. H = ZHn,m(\IlJ“)"\I/m, (3.55)

das Vakuum sei |0), also ¥ |0) = 0 und (0|0) = 1. Dies ist wirklich nur eine Voriibung.
Mit nur einem Paar von Feldoperatoren ist der zu Grunde liegende Hilbertraum ge-
rade einmal 2-dimensional. Man kann eigentlich nicht von einem Vielteilchensystem
sprechen, dazu braucht man tatséchlich d-dimensionale Quantenfelder mit d > 1.

Wir fithren koharente Zustande ein

|¢) := exp(y - ¥)[0) , (3.56)

wobei 9 ein Element einer Grafmannalgebra (GA) ist. M.a.W. wir wollen voraus-
setzen, dafs ¢ eine 1-Form ist. Produkte derartiger ¢ liefern n-Formen (alternierende

multilineare Abbildungen von n Argumenten), also
Yp zu verstehen als Y AU (= —h A1p) et (3.57)
Demgemafs ist

Y =Y AYAN.AY=1,0,0 firn=0,=1,>1, (3.58)
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Damit folgt
¥) == (1+¢T7)|0), (3.59)

wobei im weiteren ¢ und ¥+ kommutieren! Wir notieren folgende Eigenschaften

(1) (|¢))peca ist vollsténdig (3.60)
(i) W) =v[Y) (3.61)
(iid)  (a] B) = exp(ap) (3.62)
(iv) Darstellung der Eins 1 = /dwdw e ) (] (3.63)

Das Integral ist definiert als

/dm = /dzh = /dw = /dw =0 (3.64)

/ dyn) = / dynp =1, tatsichlich die Ableitungsregeln. (3.65)

Hoherdimensionale Integrale analog.

Beweis: (i) klar, mit 1 bzw. 1) multiplizieren und integrieren (3.66)
(i) V(1 +yPT)[0) =¥ [0) = (1 +$¥T)[0) (3.67)
(¢ii) (o] B) = (0| (1 + a¥)(1+ B¥T)|0) = 1+ af = exp(af) (3.68)
(1v) (o] Integralausdruck |3) = /d@/_zdiﬁ ?_1@ (o] ) (Y] B)/

(1) (1) (1+65)
=af —(—1) =exp(apf). (3.69)

Wir wollen nun die Pfadintegraldarstellung fiir die Zustandssumme herleiten
z=spe " —sp ([ avdse 1) vl ") (5.70)
— [ dbav e e ) (371)
wobei die letzte Identitdt mit Vorzeichenwechsel aus

(019} (yle|0) = (¢le[0) (O] —¢) (3.72)
(1) (Yle|1) = (ple[1) (1] =¢) (3.73)

(evtl. plus lineare Terme in 1), die im Integral verschwinden)
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folgt und diese Beziehungen aus 19 = —n) folgen.
Wir sehen also zunéchst, daft wir in imagindrer Zeitrichtung antiperiodische Rand-

bedingungen haben. Dann erhalten wir ahnlich zum bosonischen Fall
_ B . _
2= [wbasiexy (- [ artoi+ 50 (3.74)
0

3.3 Ein-Teilchen-Greens-Funktionen und Wick’sches Theorem

Wir betrachten freie Teilchen, d.h. Hamiltonoperatoren mit bilinear auftretenden Feld-
operatoren. Natiirlich behandeln wir zunéchst den bosonischen Fall. Gleichgiiltig, ob
wir ein diskretes System oder ein kontinuierliches System vorliegen haben, nutzen wir

eine diskrete bzw. diskretisierte Pfadintegraldarstellung
Raum-Zeit-Punkt (7, 7) =: z, (3.75)

wobei 7 und 7 (und somit z) aus diskreten Mengen stammen. Wir betrachten das

erzeugende Funktional

_ Adprdp, _ _
Z(€,€) = / (H T) exp (— Z P Ky oy + Z (€x0r + emgox)> , (3.76)
T T,y z

wobei x, y diskrete Raum-Zeit-Punkte sind, K,, die Matrixelemente der diskreten
Lagrange-Funktion und €, € unabhéngige Variable, deren Werte in der Nahe von 0
liegen. Fiir ¢ = € = 0 wird durch das Integral die gewiinschte Zustandssumme repro-
duziert. Durch geeignetes Ableiten nach €, € und dann Setzen von € = € = 0 erhalten

wir die Korrelationsfunktionen. Wir sehen beispielsweise

82
O€y OE, _ _
Ty - <<Px90y>klassischeTheorie - <S0y90:v>klassischeTheorie (377>
e=e=0
_ <(I)zq);_>QuantenfTheoriea fiir Zo > Yo, (378)
<<D;(I)I>Quanten—Theoriea fU.l“ Yo > Zo,
= (T [@,9]]) (3.79)
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wobei T das Zeitordnungssymbol ist. Wir wollen nun Z(e, €) berechnen und starten

mit einer quadratischen Ergénzung

Z(e,€) = / I1 d@;—fr exp ( — (" - TKN) K (- K79 +6TK*15) (3.80)

J/

TV
Gauss—Integral, Ergebnis unabhaengig von €,

1 T pr—1- 1 —1s
= ok P ("K™'e) = ok &P (Z emeﬁyey) (3.81)

w?y

wobei K die Matrix mit Matrixelementen K, ist. Die Korrelationsfunktion bzw. die
obige Ableitung ist daher
=K, (3.82)

Nun betrachten wir den fermionischen Fall. Wir benutzen das erzeugende Funktio-

nal

Z(e,€) = / [ dadiis exp (— > UKoyt + > (eathe + @%)) (3.83)

_ / [Ladudvnexp (= (37 = TEY K (0 + Kl —TK'e)  (3.84)

— detK - exp ( . eTK*IE) — detK - exp ( -y exK;;Q) (3.85)
z,y
= detK - exp <Z éyK;;eI> (3.86)
z,Yy

wobei das “Gaufiintegral” hier auf Grund der Grafmann-Regeln das “Inverse” des bo-
sonischen Ergebnisses ist.
Wir erhalten

82
D€y 0E, _ - -
TJ = Kg;“@l/ = <wm¢y>klassischeTheorie = _<¢ywz>k1assischeTheorie (387>
e=e=0
<qjx\Ij;—>Quanten7Theoriea fU.I‘ Ty > Yo,
_ (3.88)

_<\Ij;r\11x>Quanten—Theoriea fiir Yo > Zo,

= (T [T ¥ ]) (3.89)

wobei T das Zeitordnungssymbol ist.
Diese Ergebnisse sind kompakt, aber etwas formal: Zum Hamiltonoperator H ist

zuerst in einer geeigneten Diskretisierung der (imaginéren) Zeit und evtl. des Raumes
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die Kopplungsmatrix K zu bestimmen und dann das Inverse sowie der Kontinuums-
limes in der Zeit und evtl. des Raumes. Dies ist fiir translationsinvariante Systeme
in der Impuls-Frequenz-Darstellung leicht anzugeben (und in abgewandelter Form fiir

beliebige vollstandige Systeme von Eigenfunktionen)

K= / ar / & [p(r, T, 7) + HG ), 0 )] = S (6p = 2)Bp e

P,z

(3.90)

wobei p alle Impulse kompatibel mit dem endlichen Volumen V', z alle 2n7i/S (boso-
nischer Fall) bzw. (2n + 1)7i/f (fermionischer Fall) mit n € Z durchlaufen und ¢, die

Einteilchenenergie zum Impuls p ist. Die Felder transformieren sich ineinander nach

QO<T7T \/—ZelpT ZT Pp,z (391)

Opz = ——= dT/ d*re P o(r, 7). 3.92
o= [ar [ (r,7) (3.92)

Es folgt sofort
FEe=3 2

= 2; V5 /deT'd3 B! P g ' Prr (3.94)

1 1 H ! !
— 133, 33,0 o = ip(r'=r)—2z(r"—71) _
= /deT d’rd’r (Vﬁ pEZ p— zep ) Pt 1 Pr 7 (3.95)

(3.93)

3.3.1 Wicksches Theorem

Wir wollen nun den zweiten Beweis kennenlernen. Dies ist ein auf dem Funktionalin-
tegral und der erzeugenden Funktion basierender Beweis bzw. eine konstruktive Vor-
schrift. Wir fassen den bosonischen und den fermionischen Fall zusammen und benutzen
fir die Felder das Symbol ¢. Wir leiten fiir n verschiedene Punkte z; = (r;, 7;) nach

€z; bzw. €, ab

-2z ) 1z0.0 = (T[%. ) = (T [H 20| ), (3.96)

=10 €y, j=1




wobei jetzt verwirrender Weise zu ¢ der Operator ®) korrespondiert, also zu ¢ (o)
korrespondiert ® (®*). Im fermionischen Fall ist auch noch die Reihung der Ableitun-
gen und des Produkts der Grafmann-Variablen sowie des Produkts der Operatoren zu
fixieren. Wir sehen, dafs die n-Punkt-Green-Funktionen generiert werden. Andererseits

kennen wir Z(e, €) “explizit” und konnen die Ableitungen explizit berechnen

_ T 0 T 7-—1
[.S. = H o &XP (e K e)
i=10 €y,

, (3.97)

e=e=0

was iibrigens 0 ist, wenn die Anzahl der e-Ableitungen ungleich der Anzahl der é
Ableitungen ist, da zum Schluf € = € = 0 gesetzt wird.

Wir wollen nun explizit fiir n = 4 rechnen

824 aig 8232 ail exp (€' K "e) (3.98)
= (K, (), e (TR 599)
= (K1) (K1) £ (K)o, (K1) (3.100)
Wir erhalten
(02405 Pz Par ) = (s Pira) (P4 P ) T (P4 Pra) (PP ) (3.101)

bzw.

(T2, 80, 85,97 1) = (T[00, O1)(T10,,9%]) + (T[0,85)(T[0,,85]) (3102)

4 Lie-Gruppen und -Algebren

Wir werden uns nun mit speziellen unendlichen Gruppen beschéftigen. Unter einer
(n-dimensionalen) Lie-Gruppe G verstehen wir eine (reelle) n-dimensionale differen-

zierbare Mannigfaltigkeit, die zugleich Gruppe ist derart, daf

GxG—G (4.1a)
(a,b) —a-b, (4.1b)

differenzierbar ist.

Beispiele von Lie-Gruppen sind wohlbekannt, so die “klassischen Gruppen” SU(NV),
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SO(N), Sp(2N).

SU(N): spezielle (det M = +1) unitdre N x N Matrizen (M € Myxn(C)), Invarianz

des unitdren Produktes z7 -y

MT . M =1y (4.2)

SO(N): spezielle (det M = +1) orthogonale Matrizen (M € My« n(R)), Invarianz von

zT oy

MT-M =1y (4.3)

Sp(2N): spezielle (det M = +1) symplektische Matrizen (M € Manyon(R)), Invarianz

0 —1
der symplektischen Form z” N Y
1y 0

]\/[T< 0 _]lN)M:( 0 _1N> (4.4)
iy 0 iy 0

Insbesondere ist in diesen Féllen die Gruppeneigenschaft erfiillt: Verkettung, Eins,
Inverse liegen in der Menge.
Obwohl Lie-Gruppen nicht-endliche Gruppen sind, kann man iiber ihre Strukturen

und Darstellungen detailliert Kenntnis erlangen, da sie endlichdimensionale Mannigfal-

tigkeiten sind. Mit anderen Worten: Lie-Gruppen besitzen nur endlich viele (ndmlich
n) Erzeuger. Darunter versteht man in der Physik Gruppenelemente, die nahe beim
Einselement liegen (bzw. die Differenz).

In der Mathematik fiihrt man den Tangentialraum g := T.G von G bei e ein. Der
Raum g ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Auch fiir abstrakt definierte Lie-Gruppen

existiert die sogenannte Exponentialabbildung

exp:g— G (4.5a)
a — exp(a), (4.5Db)

so dak jedes Element von G in der Zusammenhangskomponente von e erfatt wird und

die “iblichen Rechenregeln” gelten. Ferner ist auf g ein sogenanntes Lie-Klammerprodukt

gxXg—g (4.62)
(a,b) — [a,b], (4.6b)
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definiert, welches bilinear ist sowie

[a,b] = —[b, a] (Anti-Symmetrie) (4.7)
la, [b, c]] + [b, e, a]] + [¢, [a, b]] =0 (Jacobi-Identitét) (4.8)

erfiillt. Insbesondere ist die (reelle) Lie-Algebra (g, [.,.]) nicht assoziativ.

Man kann die Existenz eines derartigen Produktes am einfachsten begreifen, wenn
man zu geeigneten “definierenden Darstellungen” iibergeht, also G in einen geeigneten
Matrizenraum einbettet, d.h. a — X, (liefert fiir n ausgezeichnete Elemente eine Basis
Xy, ..., X,) oder auch a — iX, mit hermitischem X, im Falle unitdrer Darstellungen
(wie sie z.B. immer fiir kompakte G existieren).

Es gilt

exp(iAX,) exp(iAX,) exp(—iAX}) exp(—iAX,) € G (4.9)
=1+ 22X, X — XpX,) + O\ (4.10)

was als Funktion von ¢ := \? eine differenzierbare Abbildung durch die Eins e ist bei
t = 0 und als Ableitung nach ¢ bei 0 ein Element des Tangentialraums 7.G liefert, so

dafs das Objekt in Klammern ein Element von g sein mufs

[(Xa, Xo) = XoXp — Xp X, = iz faveXe, (Summation tiber c =1,....n) (4.11)

mit sogenannten Strukturkonstanten f,., die abhéngig sind von der Basis und i.a. nur
antisymmetrisch sind in @ und b. Durch die Definition des Klammerproduktes wie ge-
rade geschehen ist dieses natiirlich anti-symmetrisch und erfiillt die Jacobi-Identitét.
Mit dem “Faktor i” werden héufig die (Darstellungen) der Elemente der Lie-Algebra

hermitisch, so dafs diese Strukturfaktoren reell sind.
Beispiel: Die Lie-Algebren der “klassischen Gruppen” (=Tangentialraum “mal i”)

su(N): spurlose hermitische N x N Matrizen, Dimension ist N? — 1. Im Folgenden
entwickeln wir exp(iAX) =1 +1AX + O(A\?), X gelte als klein

— X"+ X =0, det(Iy+iAX+O(N\?)) =1+irASpX +O(N*) =1. (4.12)

so(NN): spurlose (imaginére) antisymmetrische N x N Matrizen, Dimension ist N (N —
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1)/2

X"+ X =0, det(ly+idX)=1+iSpX +0O(\?) =1. (4.13)
o : X1 X : :
sp(2N): spurlose (imaginére) 2N x 2N Matrizen der Form v ¥ mit der Ei-
- 3 Ay
genschaft
X XTI 0 —1 0 —1 X; X
Lo Mol N R (4.14)
XTI XT 1y 0 1y 0 X3 X,
X —XxT -X3 —X
e B STt ) =0 (4.15)
X =-X], Xo=X], X3=XI, (4.16)

mit Dimension N? + QW =2N? + N.
Das Studium der Liegruppe ist gleichwertig zur Untersuchung der Liealgebra, da

die Multiplikationsgesetze durch die Strukturkonstanten bestimmt sind:
exp(iag X, ) exp(i6pyXp) = exp(iv.X,) (4.17)
wobei 7, wie folgt durch ay, S, gegeben ist

1
Yo =+ B, — 3 Z faveafp + -..(Terme hoherer Ordnung in «, 3) . (4.18)
a,b

Insbesondere liefert jede Darstellung einer Gruppe eine Darstellung der Algebra und
umgekehrt. (Zumindest fiir die Zusammenhangskomponente des Einselements. Aus-
nahmen: Darstellungen der Algebra, die zu “mehrdeutigen” Darstellungen der Gruppe

fithren; Spindarstellungen.)

Wir erinnern an einige Begriffe der Algebra:

Eine invariante Untergruppe N von G heift Normalteiler (fiir alle g € G gilt gNg~! =
N),

und entspricht einer

invarianten Unteralgebra I von g, die Ideal heifst (fiir alle z € I, y € g gilt [z,y] € I).

Wir werden uns auf halbeinfache Lie-Gruppen (-Algebren) beschrénken, d.h. sol-

che die keine abelschen invarianten Unteralgebren besitzen. Tatsdchlich werden wir
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uns haufig auf einfache Lie-Algebren zuriickziehen, d.h. solche die keine nicht-trivialen
invarianten Unteralgebren besitzen.

Von grofter Bedeutung zur Untersuchung einer Lie-Algebra ist die sogenannte
adjungierte (= reguldre) Darstellung. Als zu Grunde liegenden Vektorraum wéhlen
wir g selbst (n-dimensional). Die Darstellung eines Elementes a € g bezeichen wir mit

ad(a), was eine Abbildung von g in g ist (bzw. eine N x N Matrix)

ad(a) : g — g (4.19a)
b [a,b] =:ad(a) - b, (4.19Db)

Dies ist eine Darstellung, da
ad([a,b]) = [ad(a), ad(b)] (4.20)

ist, wobei die erste Klammer die Lie-Klammer der abstrakten Algebra ist, die zweite
Klammer ist der Kommutator fiir die beiden Abbildungen ad(a), ad(b). Wir zeigen die
Gleichheit durch Anwenden auf ein beliebiges ¢ € g

ad([a,b])c = [[a, b], ] (4.21)
lad(a), ad(b)]c = (ad(a) - ad(b) — ad(b) - ad(a))c = |a, [b, c]] — [b, [a, ]] (4.22)

wobei die beiden rechten Seiten wegen der Jacobi-Identitét [a, [b, c]]+[b, [c, a]]+[c, [a, b]] =
0 gleich sind.

Unter der Killing-Form versteht man die symmetrische bilineare Form

B: gxg—R (4.23a)
(a,b) — Sp(ad(a)ad(b)), (4.23b)

wobei die Spur in der adjungierten (n-dimensionalen) Darstellung zu nehmen ist.
Durchlaufen a,b Basisvektoren {ay,...,a,} so stellt M := Sp(ad(a;),ad(ax));, eine
reelle symmetrische Matrix dar, die diagonalisiert werden kann. Sei dies schon gesche-

hen, also die {ay, ...,a,} entsprechend gewéahlt, so befindet sich M in der Form
Sp(ad(aj)ad(ag)) = K;j - 0,k , (keine Summation iiber 7). (4.24)

Man hat als Kriterium (Cartan) fiir Halbeinfachheit der Lie-Algebra r; # 0 fiir alle j,
d.h. die Killingform ist nichtentartet. Fiir kompakte halbeinfache Gruppen gilt ferner
Kj > 0.
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Wir wollen eine entsprechende Normierung der Basiselemente vornehmen, so dafs
Sp(ad(aj)ad(ag)) = K- 6 . (4.25)

Fiir diese Basiselemente a; haben die Strukturkonstanten f;;; eine besondere Eigen-
schaft. Aus

lad(ay), ad(ax)] =1 firmad(an), (4.26)

folgt
Sp([ad(aj), ad(ak)]ad(al)> = iz FirmSp(ad(an)ad(a;)) =ik fiwm, (4.27)

wobei die linke Seite, und damit die rechte Seite, vollstdndig antisymmerisch in allen

Indizes j, k, 1 ist wegen
Sp([A, B]C) — Sp (ABC _ BAC) —Sp (BCA — CBA) - Sp<[B, C]A). (4.28)

Bemerkung: (i) Die Strukturkoeffizienten sind die Matrixelemente der adjungierten
Darstellung. Genauer: ad(a;) hat das (I, k)-Matrixelement if;x;, denn ad(a;)ay =1) ", fjma.
Ist die Basis so gewihlt, daft die Killingform diagonal ist, so sind die Matrixelemente
jedes ad(a;) antisymmetrisch, sowie rein imaginér, also hermitisch.

(ii) Das Cartansche Kriterium fiir Halbeinfachheit bedarf eines Beweises. Eine klei-
ne “Illustration” oder Plausibilitédtsbetrachtung ist: B, = — Zlm fjtm fremi- Wenn wir
nun schon wiifsten, daf die Strukturkonstanten in den letzten beiden Indizes antisym-
metrisch sind, so hatten wir Bj, = Zl,m fitm Jrim und Bj; = 0 wiirde fj;,, = 0 fiir alle

[, m nach sich ziehen, also a; “kommutiert” mit allem.

4.1 Wurzeln und Gewichte

Wir untersuchen weiter einfache Lie-Algebren und zielen ab auf die Charakterisierung
aller denkbaren irreduziblen Darstellungen.

Wir zeichnen eine maximale kommutative Unteralgebra, die sog. Cartansche Un-
teralgebra aus, deren Elemente paarweise Lieklammer null liefern: [h, h] = 0. Diese Un-
teralgebra sei r-dimensional, wobei sicher 1 < r < n gilt. Wir wéhlen als Basiselemente
hi, ..., h, und komplettieren dies mit Elementen a, ..., a,_, zu einer Basis von ganz g,
derart, daf diese Basis orthonormiert bzgl der Killing-Form ist. (Diese Konstruktion
ist immer moglich durch rekursives Orthonormieren von Linearkombinationen bzg. der
Killing-Form).
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Die Dimension r der Cartanschen Unteralgebra heift auch der Rang der Liealgebra.

Die Wahl der Cartan-Unteralgebra ist nicht eindeutig, aber die Schliisse, die gezogen
werden, sind davon unabhéngig. Eine gewisse Sorge betrifft womoglich die Frage nach
der Maximalitéat. Diese wird jedoch im weiteren mit beantwortet, d.h. ein vergessenes
Element wird zwangslaufig aufgefunden.

Wir wollen eine tibliche Notation der Physik benutzen. Elemente x; des Vektor-
raums g wollen wir mit |x;) (oder &hnlich) bezeichen, insbesondere, wenn die adjungier-
te Darstellung ad(ay) irgendeines Elementes a;, der Lie-Algebra darauf wirkt, welches

auch als Ay geschrieben wird:
ad(ar) - x; = A |z;) (= ok, z5] = [[ax, 2,])) - (4.29)
Das Verschwinden der Lie-Klammer unter allen h; kann nun so geschrieben werden
H;lhg) =0, fiir alle j, k. (4.30)

Da alle H; bzgl. der Killingform, die als Skalarprodukt gewéhlt wird, hermitisch sind
(imagindr antisymmetrisch), kénnen diese simultan diagonalisiert werden. (Oder: bei
Benutzung einer orthonormierten Basis wie oben sind die darstellenden Matrizen ima-
ginédr antisymmetrisch.) Dadurch erhalten wir Zusténde |e,) mit einem reellen (!) m-
Tupel a, derart dafs

Hjlea) = ajlea) (4.31)

was fiir die Liealgebra-Elemente heifst
[hj, ea] = ajéa, (4.32)

wobei die Klammer die Lie-Klammer ist. In jeder (insbes. der adjungierten) Darstellung
erhalten wir wortgleich
[Hj7 Ea] = Oéan, (433)

wenn unter der Klammer der Kommutator verstanden wird. Die Identitat kann also
auf drei Weisen verstanden werden.

Keines der Tupel a enthéalt ausschlieflich Nullen. Falls doch, nimmt man das zuge-
horige E, als weiteres Element der Cartan-Unteralgebra auf und startet die Prozedur

erneut.

Beispiel: su(3)
Wir wollen vorab bemerken, daf fiir die allgemeine su(N) gilt B(x,y) = 2N Sp(XY),
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wobei in der Spur X,Y in der definierenden Darstellung sind. Fir su(3) ist dies
B(z,y) = 6 Sp(XY). Die Form der allgemeinen Relation ist intuitiv, findet man aber
nur (7) tber eine direkte Rechnung. Den Fall N = 3 untersuchen wir.

Wir wihlen die 8 spurfreien hermitischen 3 x 3-Matrizen nach Gell-Mann (in unserer

tiblichen Notation eigentlich mit Grofbuchstaben zu schreiben)

0 —i
0 0
1 1
M= -1 M= 0 (4.35)
0 1
—i 0
A5 = 0 A = 0 1 (4.36)
1 1 0
0 ) 1
A7 = 0 —i Ag = — 1 4.37
7 . 1 8 \/§ ( )
i 0 —2
Es gilt
Sp()\])\k) = 25j,k (438)

Diese Matrizen sind nicht (alle) rein-imaginér und antisymmetrisch, aber die der adjun-
gierten Darstellung, wie wir gleich im Falle von A3 und Ag sehen werden. Diese beiden
Matrizen kommutieren, es gibt keine weitere Matrix, die mit diesen beiden vertauscht.
Das Lie-Klammerprodukt der abstrakten Elemente ist iber den Kommutator der dar-
stellenden 3 x 3-Matrizen gegeben. Als Basis der Cartanschen Unteralgebra kénnen wir
A3 und Ag nehmen. Der Rang der su(3) ist damit 2. (Allgemeiner: der Rang der su(N)
ist N —1.)

Wir rechnen zunéchst die Kommutatoren von A3 und Ag mit den verbleibenden

Basiselementen \i, Ao, Ay, A5, Ag, A7 explizit mit den 3 x 3-Matrizen und schreiben das
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Ergebnis unter Benutzung der \;

(A3, A1) = 2iX, As, M| = 0

A3, Ao] = =20, [Ag, Ao =0

(A3, \a] = i) s, M) = 1V3)As
(A3, As] = —i)g s, As] = —1v/3\y
[As, Xg] = —i)s [As, Xg] = 1V/3)\;
[As, M) = idg s, M) = —iv/3)Xg

Bemerkung: Auf der rechten Seite treten keine Elemente aus der Cartanschen Unter-
algebra auf. Dies liegt an der totalen Antisymmetrie der Strukturkonstanten etc. In

Matrixform bzgl. der Ay, Ao, A4, A5, Ag, A7 geschrieben

0 —-21 0

ad(N) = . ad(Ns) = s -1V

0 i —iv3

(4.39)
Wir iiberpriifen hier exemplarisch fiir 7, kK = 3,8 leicht, daf

Sp(ad(\j)ad(Ar)) = Kdjx mit k=12 (4.40)

Die simultanen Eigenzusténde von ad(A3) und ad()g) sind

[)\3, )\1 :l: 1)\2] = :I:Q()\l :l: 1)\2) [)\87 )\1 :l: 1/\2] - 0
Ag, Adg £ids] = £ (Mg £i)s) As; A £ids] = £vV3( Mg £i)s)
[)\3, )\6 + 1/\7] = :F(Aﬁ + 1)\7) [)\87 )\6 + 1/\7] = j:\/g(/\ﬁ + 1)\7)

Wir sehen, daft der Rang von su(3) tatséchlich 2 ist, da es kein weiteres Element gibt,
das mit beiden A3 und A\g kommutiert.

Wir wollen den Darstellungsraum g der adjungierten Darstellung mit einem Ska-
larprodukt versehen. g ist ein reeller Vektorraum, doch fithrt uns die Diagonalisierung

der H; im allgemeinen zu einer Komplexifizierung. Das durch die Killingform gegebene
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Skalarprodukt auf (g, R) ist als

(2,9) = - Splad(r)ad(y)) (141)

gewdhlt, so daf die a; wie in (4.25) auf 1 normiert sind. Tatséchlich ist der Faktor
k ein freier (reeller) Parameter (> 0), der in der mathematischen Literatur hiufig
k = 1 gesetzt wird. Wir wollen diesen Parameter nach Bequemlichkeit setzen. Das

Skalarprodukt wird auf die komplexifizierte Liealgebra (g, C) wie folgt ausgedehnt

(x,y) = %Sp (ad(x)+ad(y)), (4.42)
xr = Z,ujxj =  ad(z):= Zujad(xj) , ad(x)" = Zﬁjad(xj) (4.43)

wobei 1; komplexe Zahlen, die x; eine Standardbasis von (g, R), also imaginére, anti-
symmetrische Matrizen sind, so dal ad(z;)™ = ad(x;). Tatsdchlich gilt auch fiir die
definierende Darstellung der su(NV), dafs die auftretenden Matrizen imaginér, antisym-
metrisch oder reell, symmetrisch, und daher immer hermitisch sind, so daft auch hier
X;* = X; gilt und
X=> wX; = X'=) 71X, uwd adx")=ad(z)" (4.44)
j

J

Welcher Wert auch fiir £ gewahlt wird, wollen wir voraussetzen, daf die Basis h; der

Cartanschen Unteralgebra und die Erzeuger e, bzgl. (.,.) (ortho-) normiert seien.

<hj, hk> = 04k (445)
(eases) = 0z, (hj,eq) =0 (4.46)

Aus [hj, eo] = aje, folgt
[hjel] = —ajel =cl=c, (4.47)

wobei wir bei der Identifizierung vorausgesetzt haben, dafs der Eigenraum zu « nicht-
entartet ist. (Zum Beweis: siehe weiter unten.)

Die Eigenwerte von H; in einer beliebigen Darstellung heifen Gewichte dieser Dar-
stellung. Die Gewichte « der adjungierten Darstellung haben eine besondere Bedeutung
und heifen Wurzeln. (In der Mathematik werden Wurzeln als duale Vektoren zu der
Cartanschen Unteralgebra eingefithrt und sind somit unabhéngig von der in diesem

Raum gewéhlten Basis.)
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Beispiel: su(3). Hier hatten wir eine “Standardbasis” gewéhlt, so dafs in (4.40) x = 12
ist. Wir gehen zu einer Basis tiber, in der dieses xk = 3 ist, d.h.

hi = X3/2, hy = M\g/2 (4.48)
mit Wurzeln
(£1,0) 1 (A £ig)
) ) € = = 1
(+1,0) o) 1 2

CYESIW

G-

1
j:—,jzﬁ , €. =
2 2

1 1
(?5, i?) ) €.= ()\6 + 1)\7)

Sl

2

wobei die h; und e, normiert sind.

_@ @ H/{
( %f% @ (5, @)

Abbildung 4.1: Die Wurzeln formen ein regulidres Hexagon. Fiir andere Lie-Algebren
ergeben sich ebenfalls “besondere Winkel” zwischen den Wurzeln: siehe spéter.
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4.1.1 Darstellungen und Gewichte

Wir nehmen nun an, dafs eine beliebige (irreduzible) Darstellung der Lie-Algebra durch

lineare Abbildungen eines endlichdimensionalen Vektorraums V' in sich gegeben sei

D: g— Hom(V) (4.49a)
a— D(a), (4.49Db)

so dafs D strukturerhaltend ist
D([a,b]) = [D(a), D()], (4.50)

wobei die erste eckige Klammer die Lie-Klammer in der Lie-Algebra ist, die zweite
eckige Klammer ist der Kommutator der Abbildungen. Eine Abbildung D dieser Art
heifst “Darstellung von g in V7.

Die Darstellungen der Basis hq, ..., h, der Cartanschen Unteralgebra in V' werden

wieder mit Hy, ..., H, bezeichnet
H, = D(hy),...,H. = D(h,), (4.51)

so wie im Falle der adjungierten Darstellung. Natiirlich kommutieren diese Abbildungen
untereinander und konnen simultan diagonalisiert werden. Dies liefert Eigenzusténde
mit wohldefinierten Eigenwerten po = (1, ..., ptr) zu Hy, ..., H,. Die Eigenwerte y; heiflen

Gewichte und g heifst Gewichtsvektor. Wir notieren die (normierten) Eigenzustidnde

durch Angabe des Gewichtsvektors als
|1, D) (4.52)

sofern der Eigenraum zu p eindimensional ist, also g nicht entartet ist. Bei Entartung
wird geeignet durchnummeriert. Falls nur eine konkrete Darstellung D untersucht wird,
lassen wir auch die Angabe von D im Eigenzustand weg, also |y, D) = |p).

Wie oben schon erwahnt haben die Gewichtsvektoren der adjungierten Darstellung

eine besondere Bedeutung und heifen Wurzeln.
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4.1.2 Auf- und Absteiger

Wir werden die e, als Auf- und Absteiger benutzen wie J* = (J* & iJ¥)/2 der su(2).

Zur Erinnerung

Rang su(2) =1,  [J7 J5] = +J* (4.53)
[Jr,J ] =J? (4.54)

mit der Entsprechung h; ~ J*, e+, ~ J*. Im allgemeinen haben wir nun mehr Auf-
und Absteiger als in der su(2).
Sei nun irgendeine Darstellung D der betrachteten Liealgebra gegeben und |u, D)

ein Zustand mit Gewichtsvektor u, so gilt

Honz |:uv D> = ( [va Ea] +Eq Hj) |M7 D> (455)
— ———
ajEa Bjlp,D)
= (1 + a);jEq |, D) (4.56)

Sofern E, |u, D) ungleich 0 ist, ist dies ein Eigenvektor zum Gewicht p + o
Wir fragen uns nun, was [E,, E_,| ausgedriickt durch die Basiselemente ist? Der

Zustand E, |e_,) in der adjungierten Darstellung hat Gewicht 0, also

Eyle_o) = Zﬁj |hj) (4.57)
50 = (] Bule_o) = ~Sp(HlFay Bo]) = ~Sp(E_ [ Bu]) - (458)
N—— K e e
[[Ea,E-al) Ef  oiEa
= (Ii<Ea, E > = Q5 (459)
= [Ba B Z o H (4.60)

Zuriick zur Darstellung D: Wir definieren die normierten Zusténde |u + «, D)
Eiolp,D) = Nig,|lp £ a, D) (4.61)
C
S

Bemerkung: Es ist angebracht anzunehmen, daf |u, D) Eigenzustand zu E_,FE, ist,

moglich denn:

[Hj, E_oEo) = [Hj, E_o) Ea + E_o [H;, Es] = 0 (4.62)

Gewonnen: E., sukzessive angewandt fiihren — bis auf Normierung — zum Ausgangs-
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zustand zuriick. Hier also gilt: Zusténde zum gleichen Gewicht sind linear abhéngig.

Berechnung der Normen N, ,

Voraussetzung (u, D| pu, D) = 1.

(1t D| [Bas B-a] |1, D) = {p, DI Y cHj i, D) =Y ajpiy = - o (4.63)
J J
= ausgerechnet iiber die Produkte im Kommutator
={(u,D|Ey E_o |, D) —{u, D| E_,, E,|p, D) (4.64)
—— ——
N—avlﬁly’*avD> NQ,#‘IU'+O‘7D>
- |N—a,u|2 - |Na,u|2 (4.65)

Wir kénnen aber das Objekt N mit erstem Index —a auf das Objekt mit Index o

umrechnen

N—Oé“u = <:U’ -, D| E_q ‘:ua D> = </~L7 D| Eq |:U“ -G, D>* = N;,;Lfa (466>
~—
ES
Also
|Nay—al® = [Naul® = a - p (4.67)

Das wiederholte Anwenden von E, oder E_, auf |u, D) muf irgendwann auf 0 fithren

(endliche Dimensionalitit der Darstellung). Seien p, g die kleinsten natiirlichen Zahlen,
so dak
E.|p+ pa, D) =0, E_.|p—qoa,D)=0, (4.68)
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dann
0
2 ~— N
|Noz,u+(p—1)oc| - | N ptpa | = (M + p@)
|N0z,u+(;v—2)a|2 - |Na7u+(p—1)a|2 =a-(u+(p—1)a)

|Na,u’2 - ‘Noc,u+a|2 =« (N+04)
|Na,ufa’2 - ‘Na,uP =a- [
|Na,u—qa|2 - |Na,u—(q—1)a|2 = o (N - (q - 1)a)
| N%M—(q-i-l)a |2 - |Navu—qo¢|2 = Q- (M - qa)
—_———

Nia,u—qa:O

Nun addieren wir alles und erhalten auf der linken Seite 0, auf der rechten Seite aber

0=(p+q+1)(a- p)+a (p(p;”—Q(q;l)> (4.69)
=(p+q+1) <a~u+%2(p—q)> (4.70)

woraus dann .
aaf = —§(p —q) (4.71)

folgt.
Bemerkung: Wir kénnen auch alle |N_|? durch y, «, p, ¢ bestimmen.

Wir wenden diese Erkenntnisse zunéchst auf die adjungierte Darstellung an. Sei

also das Gewicht p eine Wurzel, d.h. p — 3, dann gilt

a-f 1 m .
= ——§(p—q)—?, mit m € Z (4.72)

Umgekehrt, d.h. a < (3, folgt auch

a-B  m
= — 4.73
- (1.73)
Produktbildung
mm’  (a-f)? 9
T a cos“ 0, (4.74)

wobei 6§ der Winkel zwischen den Wurzeln o und g ist. Die einzigen Moglichkeiten, d.h.
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0< ™ <1, sind

mm/ 0

0 90°

1 60°, 120°
2 | 45°,135°
3 30°,150°
4 0°, 180°

Nachtrag: Der Erzeuger E, zu einer Wurzel « ist eindeutig.
Beweis: Nehmen wir an, es gibe F, und E! linear unabhéngig. Wir kénnen dann

E, und E! orthogonal wéhlen
(E,|El) =0 in der adjungierten Darstellung bzgl. der Killing-Form  (4.75)

Aus einer Uberlegung wie zu 1' und Folgegleichungen (mit u.a. 8; = 0) ergibt sich
zunéchst

Eule) =0 (4.76)

—Q

und nach der Charakterisierung (4.68|) mit © = —a ist p = 0 und sodann folgt

1= =54 > () (4.77)
ein Widerspruch.
Beispiel su(3) zu Winkelverhéltnissen der Wurzeln.
Wir hatten die 6 Wurzeln der su(3) explizit bestimmt. Die Winkel zwischen ihnen sind
tatsachlich Vielfache von 60°.
Beispiel su(3) Gewichte der definierenden Darstellung.

Wir haben es zu tun mit 3 x 3-Matrizen, u.a.

Hy=28 1 (4.78)

2~ 93
0 V3 —9

Die Diagonalisierung “ist bereits geschehen” Wir lesen die Eigenwerte einfach ab

! 11 ; 11 ’ 1
ol = (z—), [1]=(-2—==), |o]=(0-——=). (79
0 (2 2\/§> . ( 2 2\/5) X ( xﬂ§> (479)

Die Spaltenvektoren sind die Eigenzustande der 3-dimensionalen Darstellung. Die 2-
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dimensionalen Zeilenvektoren bzw. 2er-Tupel sind die Gewichtsvektoren.

i+,

: p S
(_Ji/JZ_r:?B @ @ (ZI 2/\37)
( —+ I,

CO¢- %;7)

Crodde Lo OQLWOQM wamg
(ol - Parlitlng ) ol 5w (3)

Man sieht, daf die 6 Auf- und Ab-steiger, d.h. die Erzeuger zu den 6 Wurzeln,
die Eigenzusténde ineinander iiberfithren. Noch offensichtlicher ist, dafs die 6 Wurzeln
durch Addition die 3 Gewichtsvektoren ineinander tiberfithren, sofern “diese Operation
erlaubt ist”. Dies liefert auch eine alternative Bestimmung der Wurzeln: es gibt 3 Paare
an Gewichtsvektoren, deren Differenzen die Wurzeln liefern. (Verallgemeinert sich auf
su(N).)

Im Gegensatz zu allen Darstellungen der su(2) und den adjungierten Darstellun-
gen beliebiger Liealgebren sehen wir hier, daf die definierende Darstellung der su(3)
nicht reell ist. Diese Darstellung heifst die Quark-Darstellung. Die dazu komplex kon-
jugierte ist die Anti-Quark-Darstellung.

Definition Komplex konjugierte Darstellung
Seien die Erzeuger einer Liealgebra in einer Darstellung D als Abbildungen oder Ma-
trizen X, gegeben, so erfiillen auch —X,* die gleichen Vertauschungsrelationen. Damit

ist a — —X,* eine Darstellung, die zu D komplex konjugierte Darstellung D.

Ist ;1 Gewichtsvektor zu D, so ist —u Gewichtsvektor zu D
(H=N ) =0 (H = A)[¢)" =0 (4.80)

aber \* = )\, da Gewichte immer reell sind. Damit ist —\ Eigenwert zu —H™*.
Bemerkung: Ist D gleich (oder dquivalent zu) D, so heift D reelle Darstellung. Da
die Menge der Gewichte der definierenden Darstellung der su(3) nicht invariant bzgl.

Multiplikation mit (—1) ist, kann diese Darstellung nicht reell sein.
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4.2 Einfache Wurzeln

Wir fiihren eine Anordnung der Gewichtsvektoren einer Lie-Algebra ein: Wihle eine

Basis der Cartanschen Unteralgebra (mit Anordnung)
Hi, Hs, ..., H, (4.81)

Dadurch sind die Komponenten (mit Anordnung) eines Gewichtsvektors u = (g1, ft2, ...y fir)
festgelegt.

Ein Gewichtsvektor p heife positiv (negativ), falls der erste nichtverschwindende Ein-

trag positiv (negativ) ist. (Jedes y ist entweder positiv, negativ oder 0.)
Fiir g und v sagen wir u > v, falls u — v > 0.

Beachte: Die Definition beinhaltet ein gewisses Mak an Willkiir. Infolgedessen kénnen

gewisse Feststellungen basisabhéngig sein.

Definitionen

Ho6chstes Gewicht einer irreduziblen Darstellung: Gewicht grofser als alle anderen. Das

hochste Gewicht ist eindeutig, d.h. der zugehorige Raum ist eindimensional.

In adjungierter Darstellung: Liealgebra-Elemente zu positiven (negativen) Wurzeln fas-

sen wir als Auf- und Absteiger im engeren Sinn auf. Aufsteiger auf ein hochstes Gewicht

angewandt liefern 0.

Eine positive Wurzel heifst einfache Wurzel, falls sie nicht als Summe von zwei positiven

Wurzeln geschrieben werden kann.
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Beispiel: su(3)

,’De!m.levou{e :Du_rslc((u.uj Mjuujle.—é quse{(uuf u’?ﬁ/w
o i U,  positv, einled
[Aéa(;‘aj éeu)iJ-\’) @ 1//
/ i
g Selsles Gewicld
0 @ post v, n(((v( e,,,\[a,l,
N
—&- —&— (‘/4

os"{w R (nfac
L 0,{ 4 ! ‘p L

Wir wollen zeigen, daf die einfachen Wurzeln die vollstdndige Struktur der Algebra
bestimmen.

Satz: Seien «, 3 einfache Wurzeln, dann gilt

(i) B — « ist keine Wurzel,

D .
f ‘e N.
(ii) \al\ﬁl \/ - tir p,p’ €

Beweis: (keine Zeit/ selbst)
Bemerkung: Insbesondere gilt fiir den Winkel 6 zwischen o und g: /2 < 0 < 7.

Satz
(i) Die Menge der einfachen Wurzeln ist linear unabhéngig.
(ii) Die Anzahl der einfachen Wurzeln ist gleich dem Rang der Algebra.
(iii) Jede positive Wurzel ist Summe von einfachen Wurzeln mit Koeffizienten aus N.

Satz: Die Menge aller Wurzeln ist eindeutig durch die relativen Léngen und Winkel

zwischen den einfachen Wurzeln bestimmt.

w[G

Beispiel: su(3), einfache Wurzeln sind a = ( ), B= (5, —\/75) Folglich o? = % = 1,

a - = —1/2. Hieraus folgt

2a-ﬂ:(2a'/@:)_1:_(p_q>' (4.82)

a2 52

Y

N —=

Allein hieraus und aus ¢ = 0, denn f—a« (a—f3) ist keine Wurzel, folgt p = 1 und daraus
wiederum [+« ist Wurzel, nicht jedoch S+ 2a (oder a+23). Womit die Existenz von 3
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positiven und 3 negativen Wurzeln bei vorhandenen 2 linear unabhéngigen Elementen
der Cartan-Unteralgebra gezeigt ist.

4.2.1 Dynkin Diagramme

Zusammenfassung des Bisherigen:
Die einfachen Wurzeln (d.h. Kenntnis der gegenseitigen Winkel- und Léngenverhéltnis-
se) bestimmen die Menge aller Wurzeln. Aus diesen wiederum lafst sich die vollstéandige

Algebra (u.a. Auf-, Absteiger zu Wurzeln, Normierungen N, ) ermitteln. Wir fithren
eine diagrammatische Notation ein

(i) Zeichne fiir jede einfache Wurzel einen offenen Kreis o.

(ii) Verbinde offene Kreise paarweise durch eine k-fache Linie (k = 0,1,2,3), je nach
eingeschlossenem Winkel 6

o ¢ & - 9o~

66— 6 = 1l0°
o—>0 8 = 1357
== € = 150°

(iii) Léngenverhéltnisse konnen durch unterschiedliche Schraffierungen der offenen
Kreise festgehalten werden, sofern notig.

Beispiele:

sulz) © sy (%) o—0

su(n) ©—0~ ---0—0
g/ﬁ/___,_J

-7

So e ) O=g= 0mO=%
w - A4

sp () @@ - —@Te=o
w- 1

S0 (2w) o O o

n-2
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4.2.2 Fundamentale Gewichte

Wir indizieren die r einfachen Wurzeln durch
ali=1,..,m (4.83)

wobei der obere Index die einfache Wurzel spezifiziert und ein moglicher weiterer unte-
rer Index die jeweilige Komponente dieser Wurzel. (Achtung: beide Indizes haben den
gleichen Wertebereich.)

Sei nun D irgendeine irreduzible Darstellung und p sei das hochste Gewicht: Fiir
p, Dy =0, d.h. “p = 0" und

kein 4 ist o + o' ein Gewicht, oder: fiir alle i ist E,:

20 - pu i
(@) =q €N. (4.84)

Da die o linear unabhiingig sind, bestimmen die ¢ € N das Gewicht p, von dem

ausgehend die ganze Darstellung D durch Absteiger F_,: konstruiert werden kann.

Definiere r fundamentale Gewichte u, ..., u" (jeweils r-Tupel) durch

20 - pi?
(a)?

die zugehorigen fundamentalen Darstellungen bezeichnen wir mit D, ..., D".

=64, (4.85)

Ein beliebiges hochstes Gewicht p kann eindeutig als Summe von u'’s geschrieben

werden

u=§:¢ﬁ, (4.86)

und die zugehérige Darstellung D=(q!, ¢?, ..., ¢") findet sich in einem Tensorprodukt
aus ¢' mal D! ® ¢®> mal D? ®... .

1 1
Beispiel: su(3) einfache Wurzeln o' = (— \/§> o = (— —£> (4.87)

2’ 92 2’ 9

1 1 1 1
fundamentale Gewichte p' = (5, ﬁ) = (5, —2—\/3) (4.88)
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D’I

1)

(1,0 Dl (o4)

4.2.3 Beliebige irreduzible Darstellungen D = (¢, ..., q")

mit Hochstgewicht p = 3", ¢’u’. Offenbar spannen
Eo,Eo,..Bo, |g), ® Wuzel, meN, (4.89)

den gesamten Darstellungsraum auf. Ohne Verlust der Vollstédndigkeit, konnen positive
®; ausgeschlossen werden (Durchkommutieren liefert Terme mit weniger Faktoren und
. Eg, 1) = 0).

Jede negative Wurzel ®; ist Summe von einfachen Wurzeln mit nicht-positiven

ganzzahligen Koeffizienten. Also reicht es Zusténde der Form
E g E _p,..E_5 |1, B; einfache Wurzel, m € N, (4.90)

zu beriicksichtigen.
Problem:

(i) Welche Gewichte o — ). 3; sind erlaubt?
(ii) Was ist die Dimension der Réume zu erlaubten Gewichten?

Einfache Situation: Gewichte der Form p — n - o' sind
erlaubt fiir n = 0,1, ..., ¢*, Zustinde eindeutig

nicht erlaubt fiir n > ¢'.

Zu “gemischten Gewichten” siehe Beispiele.
Konstruktionshilfe Weyl-Spiegelungen
Ausgangspunkt:

(i) Jede Wurzel « erzeugt eine su(2)-Unteralgebra.
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(ii) Alle Darstellungen der su(2) sind reell mit Gewichten symmetrisch um 0.

Folglich gehort zu einem beliebigen Gewicht p und beliebiger Wurzel a auch ein Ge-

wicht
200

o2

a (4.91)

Falls zu p ein d-dimensionaler Raum gehort, so gilt dieses auch fiir das Spiegelbild

= ...
Die Menge der Gewichte einer Darstellung zeigt Reflexionssymmetrie an (r — 1)-

dimensionalen Hyperebenen senkrecht zu a.

D= (2,0) O diepariord
e ¥ o~ Ly

2 - 1_x1

IAQOQ Me{?c‘ ev ( = ® Z/A x
Qe‘(lck(ew y

docan Reahﬁdfo 2

¥ \ + 2,/‘—4" 2"

N[
bA
AN

D :(1‘1) A&jumliecrh b&ef(&((w«j g‘”(-}w

e M,‘{{‘ ;((?s(éjen/ ® i e
)Zc, €>(10:4@f// \/MA+/AL
o iw (liffe 4——@—1~
it Al end k' Pl Wie
Aol steiqery o ¢ hodidien. ief
m=(0,0) ¢

Wir wissen, daf das Gewicht (0,0) der adjungierten Darstellung zweifach entartet
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ist. In der Konstruktion ausgehend vom Hd&chstgewicht miissen wir auf unabhéngigen
Pfaden linear unabhéngige Zustédnde finden. Der Beweis der linearen Unabhéngigkeit

sollte iiber die Gram-Schmidt-Determinante gelingen.

D: [gl o} 40"Of«‘u4eu$:'0qce,[

) ./ (P,.(,{?&w.c [1/‘ [00[1
' =(0 ew{aa[e{z.
/ \5{ Va (0,0
'

Wir wissen natiirlich, daf das Gewicht (0,0) einen mindestens eindimensionalen
Eigenraum hat. Hier wollen wir zeigen, dafs die Zustdnde iiber verschiedene “Pfade”

ausgehend von p = 3ut
E_alE_a2E_al |,u) s E—aQE—alE—al |,u> s (492)

linear abhéngig sind. Wir betrachten den 2. Zustand und fithren ihn auf den 1. zuriick

E_2E_ g E_,|p) (4.93)
= [E_Op, E_al] E_ |,u> + E_ E_2E_, |pJ> (4.94)
———

~E_ 1,2

was mit F_,1 kommutiert, da — 2a' — o keine Wurzel ist (4.95)
=F_ [E,a?., E,al] |/L> + FE_2FE_2FE_, |,u> (496)
= 2E,Q1E,Q2E,a1 |,LL> — E,al E,al E,a2 |,U,>, da q2 = 0. (497)

————

0
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4.2.4 Tensordarstellungen

Seien V;, i = 1,....t, Vektorrdume mit Darstellungen D; der Lie-Algebra, dann ist in
Vi®..®V,durch D = Dy ® ... ® D; wie folgt eine Darstellung gegeben

t
D(X,) =) id®..®ideDi(X,) ®id® ...®id (4.98)

=1 (i—1)mal (t—i)mal

Die traditionelle Indexschreibweise haben wir schon in den Ubungen bzw. fiir die su(2)
in der QM I kennengelernt.

D ist im allgemeinen nicht irreduzibel.

Hier wollen wir fiir su(/V) angeben wie die Darstellung zu einem beliebigen Hochst-
gewicht p = Y, ¢"u* aus einem ¢ (= > ,_, kq")-fachen Tensorprodukt der N-
dimensionalen definierenden/fundamentalen Darstellung D' = (1,0, ...,0) folgt. Da
in diesem Fall alle Raume Vi = ... = V; und alle “lokalen” Darstellungen Dy = ... = D,
(= D') gleich sind, vertauscht D(X,) wie in (4.98) mit allen Permutationen der Raume
Vi, ..., Vi. Wir kénnen also zu unter der Wirkung der Permutationen (der symmetrischen
Gruppe S;) invarianten Unterrdumen iiber gehen. Dies liefert niedriger-dimensionale

Darstellungsraume.

Achtung diese Unterrdume konnen, miissen aber nicht irreduzibel sein. Sie kennen
dies von der su(2): In einem Tensorprodukt von 3 Spin-1/2-Darstellungen befinden sich
2 Spin-1/2 und 1 Spin-3/2-Darstellung.

Die irreduzible Darstellung (¢, ..., ¢") ergibt sich aus einem Young-Diagramm mit gy
Spalten der Hohe £

1 L[]
HEEN TN
||| Y T
ngp——

Indiziere Késtchen durch fortlaufende ganze Zahlen 5 = 1,...;¢t. Jedes ] steht fiir
den Raum V; mit Darstellung D'. Wende den Operator A - S auf V; ® ... ® V; an, wo-
bei die Operatoren S Symmetrisierungen in jeder Zeile und A Antisymmetrisierungen

in jeder Spalte vornehmen. (N#heres: sieche “Gruppen und Darstellungstheorie”.) Der
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Operator A - S liefert die Projektion auf ein irreduzibles Multiplett zur Darstellung
(¢4, ... q").

Dimensionsformel fiir su(N) Darstellungen

Schreibe ganze Zahlen in die Késtchen des Schemas:

(i) links oben N

(ii) weiter nach rechts (unten) in Einserschritten wachsend (fallend)

F
Dimension = T F = Produkt aller Eintrige (4.99)

H = Produkt aller Hakenldngen (4.100)

Bemerkung: die Dimension ist 0, wenn Spalten héher als N sind.
Beispiel: Darstellung (1, 1)

) F = (-dN(Net) i, M(x;’-ﬂ
""-/ = 3 —> 8 s;:o N=3
A ([DC quu“)

Hajﬂqlo;'moyu

g
' 1

T
=
2

Ausreduktion von Produkten von Young-Diagrammen

D@@ 3 gyg{+5 +/gfﬁ+

Gry)
r (p\i) (\l) (U)

(i) Schreibe in das 2. Schema in jedes Késtchen der j-ten Zeile die Ziffer j.

(ii) Hénge die Késtchen des 2. Diagramm an das 1. Diagramm, so daf erlaubte Dia~
gramme entstehen (also: Zeilenldnge von oben nach unten nicht zunehmend, ma-

ximale Spaltenhthe = N)

(iii) In jeder Zeile von links nach rechts diirfen die Zahlen (des 2. Tableau) nicht

abnehmen.

(iv) In jeder Spalte von oben nach unten miissen die Zahlen zunehmen.
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(v) Zeichne Pfad

Entlang des Pfads darf die Zahl j an keinem Punkt 6fter vorgekommen sein als
(=1
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