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1 Einleitung

1.1 Prolog im Himmel

Und Stiirme brausen um die Wette,
Vom Meer aufs Land, vom Land aufs Meer,
Und bilden wiitend eine Kette

(Goethe, Faust I)

1.2 Modell und Gliederung der Arbeit

Die Todakette ist ein eindimensionales System gleicher Teilchen mit exponentieller Wech-
selwirkung zwischen néchsten Nachbarn. Sie wurde 1967 von M. Toda erfunden [72, 74]
und ist seitdem das wichtigste eindimensionale Modellsystem zur Untersuchung anhar-
monischer Gitterschwingungen.

Ihre besondere Bedeutung verdankt die Todakette der Tatsache, daf} sie integrabel
ist. Die Integrabilitéit des klassischen Systems wurde 1974 zeitgleich von Flaschka, Hénon
und Manakov bewiesen [25, 38, 53]. Flaschka und Manakov benutzten fiir ihren Beweis
den Lax-Formalismus, der es gleichzeitig gestattete, das Modell im Rahmen einer dis-
kreten Version der inversen Streutheorie zu behandeln, und so das Anfangswertproblem
der unendlichen Kette fiir im Unendlichen hinreichend schnell verschwindende relative
Auslenkungen zu l6sen.

Entscheidender Schritt auf dem Weg der Integration der Todakette unter periodi-
schen Randbedingungen war die Einfithrung neuer kanonischer Variabler durch Kac und
van Moerbeke [43, 44], die nachfolgend die Konstruktion von Wirkungs-Winkel-Variablen
[27, 75] und die Losung des Anfangswertproblems im Rahmen algebraisch geometrischer
Integration ermoglichten [17, 18, 48].

Die Integrabilitdt des quantenmechanischen Systems wurde von Olshanetsky und
Perelomov bewiesen [61]. Ein erster wichtiger Schritt zur Losung des unendlichen Sy-
stems bestand in der Behandlung der unendlichen Todakette im Rahmen des asympto-
tischen Betheansatzes durch Sutherland [70]. Zunédchst war jedoch nicht zu erwarten
gewesen, daf dieses Ergebnis, wie sich spéter herausstellte [69, 28], im thermodynami-
schen Limes exakt sein wiirde.

Eine erste Losung des periodischen 3- und 4-Teilchen-Problems geht auf Gutzwiller
zuriick [35, 36]. Gutzwiller gelang es, die kanonische Transformation von Kac und van
Moerbeke in die Quantenmechanik zu iibertragen. Seine Ergebnisse wurden von Sklyanin
[69] nach Vorarbeiten von Gaudin [29] mit Hilfe der Quanten-Inversen-Spektral-Methode
(QISM) auf beliebige Teilchenzahlen verallgemeinert. Sklyanin konnte auch zeigen, wie
man im thermodynamischen Limes die Ergebnisse des asymptotischen Betheansatzes
reproduziert.

Mit Kenntnis der Wirkungs-Winkel-Variablen ist ein integrables Modell auch ,semi-
klassisch exakt gelost”, in dem Sinne, dal man das EBK-Quantisierungsverfahren! auf

!'Nach Einstein, Brillouin und Keller.



es anwenden kann [7]. Die EBK-Né#herung fiir die Todakette ist in den letzten Jahren
intensiv untersucht worden [28, 41, 54, 55, 56]. Man verspricht sich von einer besseren
Kenntnis semiklassischer Naherungen generelle Einblicke in die unterschiedliche Struktur
von Spektren, die zu klassisch reguldren bzw. irreguldren Bewegungen gehoren.

Die exakte Losung des endlichen quantenmechanischen Todaproblems durch Gutz-
willer bzw. Sklyanin liefert keineswegs eine einfache explizite Gleichung fiir das Spek-
trum des Modells. Der numerische Aufwand zur Berechnung der Energieeigenwerte bleibt
hoch. Es wurden bislang nur die 3- und 4-Teilchen-Kette untersucht [28]. Matsuyama zog
es sogar vor, exakte numerische Eigenwerte zum Vergleich mit den semiklassischen fiir
Ketten bis zur Lange N = 6 direkt aus der Schrodingergleichung zu berechnen [54, 55].
Auch die Anwendung der EBK-Néaherung erfordert relativ hohen numerischen Aufwand,
da die Hamiltonfunktion der Todakette nicht explizit als Funktion der Wirkungsvaria-
blen bekannt ist.

Diese Arbeit entstand aus dem Wunsch heraus, einfache und effektive Formeln fiir
das Spektrum der periodischen N-Teilchen-Kette und fiir die Dispersionsrelationen der
elementaren Anregungen im thermodynamischen Limes herzuleiten. Dazu wurden zwei
verschiedene Wege beschritten, die die Kapitel 2 und 3 dieser Arbeit ausmachen.

In Kapitel 2 wird ausgenutzt, daf§ die EBK-Néherung fiir die Zustandsdichte durch
eine sogenannte Spurformel, in der iiber alle periodischen Bahnen des Systems summiert
wird, ausgedriickt werden kann [7]. Aus dieser Spurformel lassen sich vergleichsweise ein-
fache semiklassische Quantisierungsbedingungen herleiten [34, 59, 16, 64|, in denen jede
Familie klassisch periodischer Bahnen bestimmte Beitrage zum Spektrum liefert. Fiir
eine dieser Familien, die Familie der 1-cnoidal-wave-Losungen, die in einem speziellen
Grenzfall auch das bekannte Todasoliton beinhaltet, lassen sich die klassischen Daten,
die in die semiklassische Quantisierungsformel eingehen, berechnen. Es zeigt sich jedoch,
dal man so fiir die N-Teilchen-Kette keine brauchbare semiklassische Naherung erhalt,
die jenseits des harmonischen Grenzfalls giiltig wére (s. Kapitel 2.7). Im Solitonlimes
hingegen, der den thermodynamischen Limes einschlief§t, erhélt man eine semiklassische
Dispersionsrelation des Todasolitons, die in erstaunlicher Ubereinstimmung mit den Be-
theansatzergebnissen ist (Kapitel 2.9).

Das zweite Kapitel dieser Arbeit ist nicht der erste Versuch, semiklassische Methoden
der in [34, 59, 16] beschriebenen Art auf die Todakette anzuwenden. In der Tat versuchte
bereits 1976 Shirafuji [67], inspiriert durch den Erfolg des Verfahrens bei der semiklas-
sischen Quantisierung des Sine-Gordon-Breathers durch Dashen, Hasslacher und Ne-
veu [16], deren Vorgehen auf die N-Teilchen-Todakette zu iibertragen. Shirafujis Arbeit
enthilt jedoch gleich mehrere Fehler bei der Berechnung der klassischen Eingangsdaten.
Diese werden in den Unterkapiteln 2.4 und 2.5 sukzessive erlautert.

In Kapitel 3 wird eine intuitivere semiklassische Néaherung auf die Todakette ange-
wendet. Mit kohdrenten Phononen als Variationsansatz in der zeitabhédngigen Schrodin-
gergleichung, erhéilt man eine effektive klassische Dynamik, die sich von der urspriing-
lichen nur durch eine Renormierung der Parameter unterscheidet. Das der Todakette
entsprechende effektive Modell ist wieder eine Todakette [30, 14]. Insbesondere ist ein
Soliton mit renormierten Parametern Losung der effektiven Bewegungsgleichungen. Die



Dispersionsrelation dieses ,, Quantensolitons“ ist allerdings in ungleich schlechterer Uber-
einstimmung mit dem Betheansatzergebnis als die semiklassische Dispersionsrelation aus
Kapitel 2.

Um den Haupttext dieser Arbeit moglichst kurz und fiir mit der Materie Vertraute
{ibersichtlich zu gestalten, sind alle grundlegenden Uberlegungen zu Einheiten und Ska-
lierung, zum Modell und zur Riemannschen Thetafunktion in die Anhénge A, B und D
verbannt. Diese Anhéinge fassen aus der Literatur bekannte, zum Verstdndnis des Haupt-
textes notwendige Kenntnisse in einheitlicher Notation zusammen. Im Haupttext selber
wird auf Fragen der Notation nicht eingegangen. Die Anhénge sind umfangreich und
in der Absicht geschrieben, dem Leser einen vollstéandigen Einstieg in die im Haupttext
behandelten Fragen zu ermoglichen. Diese Arbeit sollte ohne Zuhilfenahme zusétzlicher
Literatur lesbar sein. Besonderer Wert wurde auf eine ausfiihrliche Beschreibung des
Modells und der Integration der Bewegungsgleichungen unter periodischen Randbedin-
gungen gelegt (Anhang B).

Der Anhang C enthilt eine detaillierte Herleitung einer semiklassischen Spurformel
fiir den Propagator und eine knappe Darstellung der dazu erforderlichen Kenntnisse
aus der klassischen Mechanik. Die entsprechende Herleitung von Dashen, Hasslacher
und Neveu (Anhang A in [16]) wird kritisch beleuchtet. Es stellt sich heraus, daf8 diese
Herleitung fehlerhaft ist und daf sich auch das Resultat auf subtile Weise vom korrekten
unterscheidet.

Die Anhénge E bis J enthalten technische Details von Rechnungen, auf die im Haupt-
text Bezug genommen wird, sowie erginzende Informationen.

2 Spurquantisierung

2.1 Semiklassische Quantisierungsformeln

Die bekannte WKB-Methode [50, 6] zur Konstruktion einer semiklassischen Néherung
fiir die Eigenzustédnde der stationdren Schrodingergleichung und die aus ihr resultieren-
de Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsbedingung sind in ihren Anwendungen auf separable
Systeme beschriankt [7]. Die Bohr-Sommerfeld-Bedingung 148t sich auf integrable Syste-
me verallgemeinern, jedoch nicht dariiber hinaus. Sie heiffit dann EBK-Bedingung und
das Verfahren Torusquantisierung. Es ist in jiingerer Zeit von verschiedenen Autoren
[28, 54, 55, 56, 41] erfolgreich und erschopfend auf die periodische Todakette angewen-
det worden und aus diesem Grund nicht Gegenstand dieser Arbeit. Zudem ist nicht klar,
auf welche Weise die Torusquantisierung im thermodynamischen Limes, dem in dieser
Arbeit besonderes Interesse gilt, nutzbar wire.

Im Gegensatz zu den Eigenzustédnden des zeitunabhingigen Problems 148t sich der
semiklassische Propagator der vollen Schrédingergleichung fiir beliebige Systeme semi-
klassisch ndhern [24, 31, 6, 66]. Er folgt asymptotisch fiir kleine % aus der Pfadintegraldar-
stellung des vollen Propagators (s. Anhang C). Der semiklassische Propagator enthélt
die vollstéindige Information iiber die semiklassischen Wellenfunktionen und das semi-
klassische Spektrum des betrachteten Systems. In der Regel ist es jedoch unméglich, die



klassischen Daten, die ihn bestimmen, zu berechnen. Hinreichend einfache Ausnahmen
bilden beispielsweise kugelsymmetrische Potentialprobleme, insbesondere das Coulomb-
potential [31, 32]. Fiir die Behandlung komplexerer Systeme liegt es nahe, ausgehend
vom semiklassischen Propagator semiklassische Naherungen fiir einfachere Groéfien her-
zuleiten, in deren Berechnung leichter zugéngliche klassische Daten eingehen.

Das erste und auch das mindeste, was man in der Regel fiir ein quantenmechanisches
System berechnen will, sind seine Energieniveaus. Die exakten Energieniveaus 2 sind die
Pole der Resolvente

1
e—FE,

g(e) = %/_O:O dT tr (e 7 =9TO(T)) = 3 (2.1)

H ist in diesem Ausdruck der (zeitunabhéngige) Hamiltonoperator des Systems, ©(T)
die Heavyside-Funktion. Das Integral existiert, falls S(e) > 0, und 148t sich analytisch
in die ganze komplexe Ebene mit Ausnahme der Pole bei ¢; fortsetzen. Aus (2.1) erhélt
man die Zustandsdichte als

p(e) = —= lim S(g(e + 1)) = S 0(e — En) . (2.2)

T =0+ n

Die semiklassischen Néherungsformeln, die in diesem Kapitel erértert werden, sind
Néherungen fiir g(¢), p(e) oder ndherungsweise Bestimmungsgleichungen fiir die Orte
der Pole der Resolvente g¢(¢), sogenannte Quantisierungsbedingungen. In der Litera-
tur der letzten 20 Jahre wurden solche Formeln in erstaunlicher Vielfalt und auf noch
einmal vielfdltigere Art und Weise hergeleitet. Alle diese Formeln haben zwei wichtige
Gemeinsamkeiten: Zum einen ist es moglich, sie durch Einsetzen des semiklassischen
Propagators (C.6) in die Gleichung (2.1) herzuleiten. Zum anderen handelt es sich bei
den semiklassischen Ausdriicken fiir g(¢) und p(¢) in jedem Fall um Summen iiber alle
klassischen periodischen Bahnen. Weil sich diese Gleichungen aus der Auswertung der
Spur in Gleichung (2.1) ergeben, werden sie hiufig Spurformeln genannt.

Diese Spurformeln sind noch immer Gegenstand aktueller Forschung, vor allem des-
halb, weil sie fiir nichtintegrable Systeme pathologisch sind. Die Summen iiber alle pe-
riodischen Bahnen sind in der Regel nur fiir hinreichend grofien Imaginérteil von e kon-
vergent, und die Frage, wie sie sich analytisch auf die reelle Achse fortsetzen lassen,
ist noch offen [4]. In neuester Zeit gibt es allerdings vielversprechende Ansitze, die auf
eine baldige Kliarung dieser Frage hoffen lassen [5, 45]. Eng mit ihr verbunden ist die
weitere Frage, wie sich klassisch chaotisches Verhalten dynamischer Systeme im Rahmen
der Quantenmechanik duflert. Diese Frage war in den letzten Jahren fiir viele Forscher
der Antrieb, sich mit semiklassischer Quantisierung zu beschéftigen. Sie fithrte auf eine
intensive Beschéftigung mit einfachsten nichtautonomen Systemen und zweidimensiona-
len Quantenbilliards [3, 22]. Thr gegeniiber trat die Beschéiftigung mit integrablen oder

2Mit Blick auf die Anwendung auf die Todakette wird angenommen, daf das betrachtete System nur
gebundene Zusténde besitzt.



teilintegrablen Systemen in den Hintergrund. Das wichtige Problem der allgemeinen Be-
handlung von Symmetrien im Rahmen des semiklassischen Formalismus beispielsweise
wurde erst in den letzten vier Jahren sukzessive gelost [65, 13, 12].

Die ersten Spurformeln, die fiir integrable und nichtintegrable Systeme gleicherma-
Ben giiltig sein sollten, und aus ihnen resultierende Quantisierungsbedingungen stammen
von Gutzwiller. Sie finden sich in seinen grundlegenden Arbeiten [33, 34], in denen erst-
mals die Bedeutung der periodischen Bahnen fiir semiklassische Spektren gezeigt wurde.
Spéter wurden die Gutzwillerschen Quantisierungsbedingungen von Miller [59] verallge-
meinert. Gutzwiller berechnete zuerst die semiklassische Greensche Funktion, also die
Fouriertransformierte des avancierten Propagators, und sodann deren Spur. In die Gutz-
willersche Spurformel gehen neben der reduzierten Wirkung die Stabilitédtsexponenten
der periodischen Bahnen (s. Anhang C.5) als bestimmende Grofien ein.

Eine auf den ersten Blick deutlich anders anmutende Spurformel geht auf Berry und
Tabor [7] zuriick. Ausgangspunkt fiir deren Herleitung waren die EBK-Bedingungen. Die
einzelnen Summanden in dieser ,,topologischen Summe* sind neben der reduzierten Wir-
kung durch die lokale Geometrie der Energiehyperfliche an Punkten eines topologischen
Gitters sowie durch die Geometrie der invarianten Tori bestimmt. In einer spateren Her-
leitung [8] zeigen Berry und Tabor, wie man dieselbe Formel als Spur der semiklassischen
Greenschen Funktion erhélt. Die Qualitéit der Formel von Berry und Tabor wurde durch
Beispiele eindrucksvoll belegt [7]. Leider sind aber die Eingangsdaten fiir die topologi-
sche Summe im allgemeinen analytisch schwer zugénglich. Dafl die Formel von Berry und
Tabor dquivalent zu einer modifizierten Form der Gutzwillerschen Spurformel ist, wurde
erst in jiingerer Zeit von Creagh und Littlejohn gezeigt [13]. Diese Autoren kniipften an
das Vorgehen Gutzwillers an und erweiterten dessen Spurformel auf den Fall beliebiger
Symmetrien im Phasenraum.

Im Hinblick auf feldtheoretische Anwendungen entwickelten Dashen, Hasslacher und
Neveu [15, 16, 64] eine weitere Variante einer semiklassischen Spurformel. Thre Formel
ist ein semiklassischer Ausdruck fiir die Spur des Propagators in (2.1). Dashen, Has-
slacher und Neveu versuchten erstmals eine allgemeine Behandlung von Symmetrien
im Rahmen des semiklassischen Formalismus. Wie in dieser Arbeit gezeigt wird, ist ihr
Ergebnis jedoch nicht zu dem von Creagh und Littlejohn dquivalent und in Details feh-
lerhaft. Unter Verwendung der von Creagh und Littlejohn entwickelten Methoden lassen
sich diese Fehler korrigieren. Der Herleitung einer korrekten Form der Spurformel von
Dashen, Hasslacher und Neveu ist der Anhang C dieser Arbeit gewidmet. In diesem
Unterkapitel wird gezeigt, dal die Resolvente, die aus der korrekten Formel fiir die Spur
des Propagators folgt, gleich der von Creagh und Littlejohn ist. Das Ergebnis ist also
auch dquivalent zu dem von Berry und Tabor.

Hier wird gezeigt, daf sich ausgehend von der Formel fiir den semiklassischen Pro-
pagator an die Arbeiten verschiedener Autoren ankniipfen lafit, die zu verschiedenen
semiklassischen Quantisierungsbedingungen kommen. Insbesondere stimmt die Formel,
die Rajaraman [64] in Anlehnung an Dashen, Hasslacher und Neveu angibt, nicht mit
der Millerschen Formel [59] iiberein. Grund dafiir ist eine unterschiedliche Art der Aus-
wertung des Zeitintegrals in (2.1). Generelle Kritik an der Verwendung semiklassischer



Quantisierungsformeln, die sich auf Familien periodischer Bahnen einer bestimmten To-
pologie stiitzen, iibte Berry [7, 8]. In [46] geben Keating und Berry ein eindrucksvolles
Beispiel fiir die Probleme dieser zusitzlichen Ndherung. Die Ergebnisse dieser Arbeit
bestétigen diese Kritik (s. Kapitel 2.7).

Ausgangspunkt fiir die nun folgende Diskussion verschiedener semiklassischer Quan-
tisierungsbedingungen fiir die Todakette ist die in Anhang C hergeleitete Formel fiir die
Spur des Propagators

tr (e #17T) = 37 A Agy exp(i(Sa/h = 0)) (2.3)

Die Summe erstreckt sich iiber alle periodischen Bahnen mit Periode T'. Bahnen, die
unter Zeitumkehr ineinander iibergehen, werden dabei in dieser Arbeit identifiziert (s.
Anhang C). Alle Groflen auf der rechten Seite sind durch die klassische Bewegung des
Systems bestimmt. Thre Bedeutung im einzelnen ist:

(i) Ay, ist ein Faktor, der durch die kontinuierlichen Symmetrien des Systems be-
stimmt ist. Er ist fiir alle Systeme einer Symmetrieklasse derselbe. Fiir eindimen-
sionale Gittersysteme unter periodischen Randbedingungen ist er im Anhang C
hergeleitet:

_zﬁmmf 2.4

" mih | T dT
E,(T) ist die Energie der n-ten periodischen Bahn mit Periode 7" im Schwerpunkt-

system. 7 ist die Basisperiode der gegebenen periodischen Bahn (s.u.), T = mr,
m € N. N ist die Teilchenzahl, L die Lange des Systems.

(ii) As, beschreibt die Fluktuationen um die gegebene periodische Bahn mit Periode
T. Dieser Faktor 148t sich entweder durch eine reduzierte Poincaréabbildung M
oder durch die Stabilitétsexponenten der Bahn 7, ausdriicken (s. Anhang C).

N=2
Ay, = 70 /2| det(M — ]I)|_% = e /2 T |2sin(n,;/2) 7" (2.5)

j=1
Die Phasen p, sind ebenfalls im Anhang C erklért.
(iii) S, ist die Wirkung einer periodischen Bahn mit Periode T

(iv) 6, ist ein diskreter Phasenfaktor, der die kritischen Punkte auf der gegebenen
periodischen Bahn entsprechend ihrer Vielfachheit zéhlt.

Fiir ein in Zeit und Ort translationsinvariantes eindimensionales System der Lange
L sei S(T) die Wirkung einer periodischen Bahn im Schwerpunktsystem. Die Bahn ist
im ortsfesten System periodisch mit Periode T, wenn die Geschwindigkeit des Schwer-
punktes ein ganzzahliges Vielfaches von L/T ist. Der zugehorige Schwerpunktimpuls ist



P = NIL/T, 1 € Z, und die Wirkung der Schwerpunktbewegung S, = NI?L?/2T. Da
sich die Schwerpunktbewegung immer separieren lafit, ist die gesamte Wirkung

NI2L?

S=7

+S(T) . (2.6)

Im allgemeinen ist die Periode T ein Vielfaches einer Basisperiode 7, T'= m7, m € N,
da zu jeder periodischen Bahn mit Periode 7 auch die mehrmals durchlaufene Bahn
periodisch ist. Es gilt

S(T) = ; dt L(t) = ; dt L(t+7) = mS(r) . (2.7)
Die auf der rechten Seite dieser Gleichung definierte Wirkung S(7) ist die Wirkung eines
einzigen Umlaufs im Schwerpunktsystem. Es erweist sich nun als sinnvoll, den Index n
in (2.3) durch das Tripel Imn zu ersetzen und die Periode 7" durch m7. Die Summen
iiber [ und m sind mit den Symmetrien des Systems verkniipft und lassen sich explizit
ausfithren. Die Wirkung S, (T") geht iiber in

NI2L?

Stmn (T) - 2mTt

+mS, (1) (2.8)

wobei der umdefinierte Index n die nicht symmetriebedingten Entartungen der Bahn
zéhlt.

Da die Summe auf der rechten Seite von Gleichung (2.3) mit [mn anstelle von n nur
iiber die Wirkung der Schwerpunktbewegung von [ abhéngt, 148t sich die Summation
iiber [ trivial ausfiihren. Die Spur des semiklassischen Propagators faktorisiert in einen
Anteil, der die exakte Schwerpunktbewegung beschreibt, und einen Anteil im Schwer-
punktsystem. Die Berechnung des Propagators der Schwerpunktbewegung, der fiir die
Todakette der Propagator eines freien Teilchens mit Masse N ist, ist im Anhang F
beschrieben. Nach Ausfiihrung der Summation iiber [ bzw. Resummation erhilt man

dE 2mrhmTt im
_igT\ _
o (e ' ) B Z mmh TA2mn93 <O ’_W> exXp <E (Sn('r) - hen))
2 |dE, im
- Z mmih | dr TA2mn €xXp ( 7 (Sn(T) - EIT — hen)) . (29)
Ilmn

Im Hinblick auf die weitere Auswertung wurde hier auf der rechten Seite T = mr
eingesetzt. Wenn eine Bahn mit Basisperiode 7 m-mal durchlaufen wird, dann auch
jeder kritische Punkt auf dieser Bahn. Deshalb hat der Phasenfaktor 6,,, einer solchen
Bahn die Gestalt 6,,, = m#,. Die E; auf der rechten Seite von Gleichung (2.9) sind die
Energieniveaus der Schwerpunktbewegung (s. Anhang F),

2m2h2[?

E ="
T N2

L leZ . (2.10)



Bislang wurde die Summation iiber m nicht genauer spezifiziert. Zur Auswertung
des Integrals iiber 7" in (2.1) ist das jedoch notwendig. Welche Werte die Basisperiode 7
annimmt, hingt von der speziellen Familie periodischer Bahnen ab, die man betrachtet.
Fiir die in diesem Kapitel betrachteten 1-cnoidal-wave-Losungen der Todabewegungs-
gleichungen (s.u.) variiert die Periode eines Umlaufs zwischen Null und einer maximalen
Periode 7, die im harmonischen Grenzfall angenommen wird. Zu jedem 7' gibt es daher
ein minimales my € N mit der Eigenschaft T'/my < 7,. 7 = T'/my ist zu gegebenem T'
die grofite Basisperiode. Jede Bahn mit 7 = T'/m, m > my, ist periodisch mit Periode
T.

G- <T<jm = my=j , (2.11)

und zwar fiir alle natiirlichen j. Der Integrand in (2.1) ist eine Summe von Termen der
Form f;,,(7). Es vertauscht mit der Summe iiber [ und n, nicht jedoch mit der Summe
iiber m, da die untere Summationsgrenze von der Periode abhingt. Es gilt

e}

AP IR CEUIED o) MNP WP

m= mo j=1 (j_l) m= mO(T)

S /Othmflmn(T) . (2.12)

Im allgemeinen Fall erhédlt man analog ein Integral mit Grenzen a, b, die jeweils von n
abhéngen. Fiir die Resolvente (2.1) ergibt sich somit

" T Aoy €Xp (% (Sp(T) + (e — E))T — h@n)) .

(2.13)
Konsistent mit der Herleitung des semiklassische Propagators aus der Pfadinteg-
raldarstellung ist eine Auswertung des Integrals iiber die Basisperiode 7 in SPA 3. In der
Literatur gibt es dazu zwei Versionen. Die erste fiithrt auf die Formel fiir die Zustands-
dichte von Creagh und Littlejohn [13] und sukzessive auf die Quantisierungsbedingungen
von Gutzwiller [34] und Miller [59]. Die zweite fiihrt auf die von Rajaraman [64] bzw.
Shirafuji [67] angegebene Quantisierungsbedingung.
Zuerst die Herleitung der Formel von Creagh und Littlejohn: Der Faktor im Integral,
der vor der Exponentialfunktion steht, enthélt i nur als Vorfaktor. Er ist deswegen fiir

1hz Z Z/dT 7r1h

—oo m=1

3Stationire-Phasen-Néherung



h — 0+ eine langsam variierende Funktion von 7. Die Stationaritéitsbedingung fiir die
Phase der Exponentialfunktion lautet

s,  0S, o
F = 87' = En(T) = 5+El (214)
o & = EJ(0+E . (2.15)

Die Tatsache, daf totale und partielle Zeitableitung der Wirkung iibereinstimmen, gilt
allgemein auf periodischen Bahnen (s. Kapitel 2.4). Gleichung (2.15) bestimmt 7 als
Funktion von e. Es wird hier angenommen, da (2.15) im Intervall [a,b] genau eine
Losung hat. Da die wesentlichen Beitrédge zum Integral (2.13) fiir A — 0+ aus der Nihe
des stationdren Punktes 7(¢) stammen, kann man die Grenzen a und b durch —oo und
oo ersetzen. Schliefllich ergibt sich fiir (2.13) in SPA

g(e) = %; i i ™27, (€) Agmn €Xp (17; (Sn(mn(€)) + (e — E)ma(e) — hen)>

l=—com=1
(2.16)
Dabei ist v, = (81gn (dE") — 1). v, hingt offensichtlich nicht von m ab. Fiir die 1-
cnoidal—wave-Losung der Todabewegungsgleichung wéchst die Energie mit abnehmender
Periode, und v ist gleich minus Eins. Wegen (2.7) sollten auch die in Anhang C.7 definier-
ten Phasen u,, nicht von m abhéngen. Setzt man o,, = p,, — v, und fiihrt die Abkiirzung
Win(€) := Sn(male)) + (e — Ey)Tn(e) — hb, ein, so folgt mit (2.2) die Zustandsdichte

Pos(€ Z Z Z

T o | det(M —1[>|%

0s (%Wm(e) - gan) : (2.17)

Diese Zustandsdichte wurde p,s. genannt, da eine genauere Betrachtung zeigt, dafl
die Gleichung (2.17) nur den oszillierenden Anteil der Zustandsdichte beschreibt [6]. Um
die vollstéindige semiklassische Zustandsdichte zu erhalten, mufli man die mittlere oder
Thomas-Fermi-Zustandsdichte

pri(e) = ﬁ [dpdq 8=~ H(p. ) (2.18)

hinzuaddieren. Dieser Anteil kommt von Pfaden verschwindender Lénge, fiir die die hier
verwendete Form des semiklassischen Propagators (C.6) keine giiltige N#aherung mehr
ist [6].

Die Gleichung (2.17) fiir den oszillierenden Anteil der Zustandsdichte stimmt mit der
von Creagh und Littlejohn angegebenen [13] {iberein. Die Summe iiber n ist eine Summe
iiber Familien periodischer Bahnen, im Falle der periodischen Todakette also iiber die
Ein-, Zwei-, Drei-, Multi-cnoidal-wave-Lésungen mit verschiedenen Wellenzahlen. Fiir
jede dieser Familien tragen die Summen iiber [ und m der Orts- bzw. Zeittranslations-
symmetrie Rechnung. Der Faktor Zwei vor den Summen riihrt von der Zeitumkehrsym-
metrie her. Die Summe iiber [ ist trivial. Wegen (2.15) reproduziert sie das um die
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Energieeigenwerte der Schwerpunktbewegung verschobene Spektrum. Im folgenden wird
die Summe iiber [ in (2.13) bis (2.17) weggelassen und E; = 0 gesetzt. Auf diese Weise
erhélt man g(g) und p,s.(g) im Schwerpunktsystem. Die Summen (2.16) und (2.17) las-
sen sich glatten, indem man zu ¢ einen kleinen positiven Imaginérteil hinzuaddiert. Die
dazu erforderlichen technischen Details werden hier nicht erldutert (s. [7]).

Die Formel (2.16) im Schwerpunktsystem stimmt mit der urspriinglich von Gutzwiller
angegebenen Formel [34] iiberein. Aus dieser erhélt Gutzwiller fiir ein zweidimensionales
System nach eingehender Diskussion der verschiedenen Phasen in (2.16) die Quantisie-
rungsbedingung

Sn+er, = 2mj+n./2)R . (2.19)

j € Z ist eine Quantenzahl. 7,(e) folgt aus (2.15) mit E; = 0. Man beachte, daf} die
beiden Gleichungen (2.15) und (2.19) nicht fiir alle j € Z eine Losung besitzen miissen.
7, ist der Stabilitdtsexponent der n-ten Familie periodischer Bahnen, d.h. der Stabi-
litdtsexponent fiir einen einzigen Umlauf bei mehrfach durchlaufenen Bahnen. Aus der
allgemeinen Losung des linearen Stabilitdtsproblems in Anhang C.5 ersieht man, dafl der
Stabilitdtsexponent 7),,, fiir eine Bahn mit Periode T" = m7 mit dem Stabilitédtsexponen-
ten fiir einen Umlauf n,, geméB 7,,, = mn, zusammenhéngt. Es mufl betont werden, dafl
die Formel (2.19) von Gutzwiller keineswegs streng hergeleitet wurde, sondern auf eine
recht intuitive Art und Weise. Die periodische Drei-Teilchen-Todakette ist im Schwer-
punktsystem ein zweidimensionales System. Auf sie sollte daher die Gleichung (2.19)
anwendbar sein. Eine Verallgemeinerung auf Systeme mit N Freiheitsgraden erhélt man
etwa, wenn man den Stabilitdtsexponenten der n-ten Familie periodischer Bahnen 7,
durch die entsprechende Summe von Stabilitdtsexponenten ersetzt.

Im folgenden wird der Kiirze halber auch der Index n ignoriert. Die herzuleitenden
Formeln gelten dann im Schwerpunktsystem und beschreiben den Beitrag einer bestimm-
ten Familie periodischer Bahnen zu g(e). Setzt man fiir Ay, den Ausdruck (C.89),

A Nf[z ! Y oe (img ) (2.20)
m = 5 oy — Xp {7 Sk ) :
? =i 2isin(mn;/2) reND 2 h
in Gleichung (2.16) ein und definiert
N-—
Z (k; +1/2)hn; (2.21)

so 1aBt sich (2.16) als geometrische Reihe aufsummieren, und fiir g(e) ergibt sich

276l /2 1

9 = T oS s er s & FO) (2:22)

Die Pole dieser Funktion sind durch die Bedingung

(m+v)2rh =S +e7+ & (2.23)
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bestimmt. Dabei ist v = 6/27 und m ganzzahlig. Das ist die Quantisierungsbedingung
von Miller [59]. Sie stellt eine Verallgemeinerung der Gutzwillerschen Bedingung (2.19)
dar und liefert im Gegensatz zu dieser den korrekten harmonischen Limes aus der Quan-
tisierung der 1-cnoidal-wave-Losung der Todakette (s. Kapitel 2.7).

Eine dritte semiklassische Quantisierungsbedingung folgern Shirafuji [67] bzw. Ra-
jaraman [64] aus der Gleichung (2.13), indem sie eine andere Stationaritétsbedingung
fiir die Phase benutzen. Dabei folgen diese Autoren der Vorgehensweise von Dashen,
Hasslacher und Neveu [16]. Mit (2.20) und (2.21) lautet (2.13)

T exp % (S+er+& — h@)) . (2.24)

ZZ/dT mh—

k m=1

Die oben genannten Autoren werten das Zeitintegral in (2.24) aus, indem sie &, in die
Stationaritédtsbedingung mit einbeziehen. Sie lautet dann

dfk (’7‘)
dr

e=E(r)— (2.25)
Unter Verwendung der geometrischen Summenformel ergibt sich wieder eine Gleichung
der Form (2.22):

(073
96 = (S T ert 6 RO (2:26)

Wenn die oy an den entsprechenden Stellen nicht verschwinden und auch keine zusétzli-
chen Pole liefern, sind die Pole dieser Version von g(¢) wieder durch die Gleichung (2.23)
bestimmt. Setzt man (2.25) in (2.23), so folgt

(m+v)2rh =S+ ET+ <1 -7 —) & (2.27)

Die Gleichungen (2.23) und (2.25) bzw. (2.27) und (2.25) sind die semiklassischen Quan-
tisierungsformeln von Shirafuji und Rajaraman. Verwendet man die iiblichen Regeln zur
Auswertung von Integralen in SPA, so ergibt sich a4 bis auf Phasenfaktoren zu

A
dr? d’T

Sowohl bei Shirafuji [67] als auch bei Rajaraman [64] fehlt der Term in den Betrags-
strichen. Bei Shirafuji geht diese Tatsache vermutlich auf den Irrtum zuriick, die Stabi-
litdtsexponenten hingen nur linear von 7 ab. In der Arbeit von Dashen, Hasslacher und
Neveu stellt sich das Problem nicht in gleicher Weise. Sie betrachten die semiklassische
Quantisierung des Sine-Gordon-Breathers, fiir den die Wirkung proportional zur Sum-
me der Stabilitdtsexponenten & ist, so dafl die semiklassische Quantisierungsprozedur
in ihrem Fall nur zu einer Renormierung der Kopplung fiihrt.

1
2

(2.28)

o = 21
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Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden die beiden Paare semiklassischer Quanti-
sierungsbedingungen (2.25), (2.27) bzw. (2.15), (2.23) diskutiert. Die Eingangsdaten fiir
beide Paare sind dieselben. Sie werden in den Unterkapiteln 2.4 und 2.5 fiir eine spezi-
elle Familie periodischer Losungen der Todabewegungsgleichungen, die 1-cnoidal-wave-
Losungen, hergeleitet. Ein Vergleich beider Paare im harmonischen Limes wird in Kapitel
2.7 vorgenommen. Im Solitonlimes konnte leider nur das Paar (2.25), (2.27) beriick-
sichtigt werden. Die Beschrankung auf die 1-cnoidal-wave-Losungen ist eine zusétzliche
Néherung. Diese Losungen entsprechen jedoch den hochst entarteten, eindimensionalen
Tori im Phasenraum, von denen behauptet worden ist, sie seien von besonderer Relevanz
fiir das semiklassische Spektrum [76].

Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen, die zu dieser Arbeit fiihrten, waren die Glei-
chungen (2.25) und (2.27). Deshalb seien hier noch einmal alle Argumente fiir diese
Gleichungen aufgezahlt:

(i) Sie bieten eine befriedigende physikalische Interpretationsmoglichkeit: Mit 7 als
Funktion der Quantenzahlen m und k aus der Quantisierungsbedingung (2.27)
folgen die Energieniveaus aus (2.25). Eine makroskopische Anregung, beschrieben
durch die Energie E, wird gleichzeitig mit den Fluktuationen um sie herum quan-
tisiert. Die Fluktuationen werden durch die Ableitungen der Stabilitdtsexponenten
nach der Periode beschrieben und gehen deshalb fiir £ — 0 gegen die harmoni-
schen Frequenzen kleiner Schwingungen um die Ruhelage des Systems. Aus diesem
Grunde kann man die Fluktuationen als Phononen in Anwesenheit einer makrosko-
pischen Anregung, eines Solitons beispielsweise, betrachten. Unter der Quantenzahl
m stellt man sich die Quantenzahl der makroskopischen Anregung vor, unter den
Quantenzahlen k die Besetzungszahlen der Phononen.

(ii) Die Formeln (2.25) und (2.27) lassen sich auf Systeme mit unendlich vielen Frei-
heitsgraden verallgemeinern. Mit k£ = 0 liefern sie das exakte Massenspektrum des
Sine-Gordon-Modells [16, 51, 52].

(iii) Mit dem Bild aus (i) lassen die Formeln (2.25), (2.27) eine Identifikation von Teilen
des Spektrums eines Modells mit bestimmten klassischen Anregungen zu.

(iv) Fiir die Zweiteilchen-Todakette sind (2.25) und (2.27) dquivalent zu den Bohr-
Sommerfeld-Bedingungen.

(v) Im Falle der Todakette liefern die Gleichungen (2.25) und (2.27) den korrekten
harmonischen Limes.

(vi) Sie bieten die Moglichkeit, eine semiklassische Dispersionsrelation des Todasolitons
zu definieren, die den korrekten klassischen Limes h = 0 liefert und fiir endliche
% in hervorragender Ubereinstimmung mit den exakten quantenmechanischen Er-
gebnissen ist.
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(vii) Im Gegensatz zu den Gleichungen (2.15), (2.19), aus denen sich im Prinzip eben-
falls eine semiklassische Dispersionsrelation des Todasolitons herleiten liefle, ist bei
Verwendung von (2.25), (2.27) eine Renormierungsprozedur bekannt.

Die unter (iv) bis (vii) aufgelisteten Punkte sind Ergebnisse dieser Arbeit und werden in
den folgenden Unterkapiteln im einzelnen diskutiert. Dort werden fiir eine spezielle Fami-
lie periodischer Losungen der Todabewegungsgleichungen, die 1-cnoidal-wave-Losungen,
die zur Auswertung von (2.25) und (2.27) bendtigten Eingangsdaten berechnet. Die
Gleichungen (2.25) und (2.27) liefern dann die diesen Losungen entsprechenden Ener-
gieniveaus.

Eine semiklassische Dispersionsrelation des Todasolitons erhélt man durch die folgen-
den Uberlegungen: Es gibt einen Limes, in dem gleichzeitig die Anzahl der Teilchen N,
die die Todakette konstituieren, gegen unendlich geht und eine spezielle 1-cnoidal-wave-
Losung gegen die Ein-Soliton-Losung. Dieser Limes ist in Kapitel 2.8 genauer beschrieben
und wird in dieser Arbeit Solitonlimes genannt. Er 148t sich auch in den Gleichungen
(2.25), (2.27) durchfithren, wenn man von (2.25) die Vakuumenergie ¢, abzieht, (2.27)
durch N teilt und in beiden Gleichungen k = 0 setzt. Die Gleichungen (2.25) und (2.27)
sind die Quantisierungsbedingungen einer makroskopischen Anregung in Abwesenheit
von Phononen. Aber selbst, wenn keine Phononen angeregt sind, verdndert die Null-
punktbewegung der Kette die Energie der makroskopischen Anregung, im Solitonlimes
also die Energie des Solitons. Welche Bedeutung hat nun der Solitonlimes in Gleichung
(2.25)? Durch Vergleich mit dem harmonischen Limes wird sich herausstellen, dafi v
fiir die 1-cnoidal-wave-Losung gleich 1/2 ist. 2rhv /N verschwindet also im Solitonlimes.
Da die Quantenzahl m keiner Beschrankung unterworfen ist, verschwindet der Term
Pm = m2mh/N jedoch nicht. Er geht vielmehr in eine kontinuierliche Variable p iiber,
die man als semiklassisch korrigierten Solitonimpuls interpretieren kann. Denn auf der
einen Seite ist p,, der Impuls eines freien Teilchens unter periodischen Randbedingungen
in Einheiten der reziproken Gitterkonstanten, auf der anderen Seite nimmt die rechte
Seite der Gleichung (2.25) im Solitonlimes die Form p.(a) + hAp(a) an. py ist dabei
der klassische Solitonimpuls als Funktion des Solitonparameters . Analog nimmt die
Gleichung (2.25) im Solitonlimes die Form ¢ — ¢, = E(a) + hAE(«) an. Im klassischen
Limes h = 0 geht der Solitonlimes der Gleichungen (2.25) und (2.27) also in die Di-
spersionskurve E = F(p) des klassischen Todasolitons iiber. Deshalb liegt es nahe, die
Terme Ap(a) und AF(«) als semiklassische Korrekturen zur Dispersionsrelation des
Todasolitons aufzufassen.

2.2 Skalensymmetrie der Todakette

Die Todakette zeigt eine Skalensymmetrie, die nirgendwo in der Standardliteratur er-
wahnt ist, sich jedoch als sehr niitzlich bei der Behandlung der Randbedingungen erweist.
Es sei

W(z)=e+x—1 (2.29)
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das Todapotential. Betrachte N Teilchen, die mit ihren néchsten Nachbarn via W(z)
wechselwirken und deren Auslenkungen aus ihren Ruhelagen in dimensionslosen Einhei-
ten (s. Anhang A) durch Koordinaten ¢,, n = 1,..., N, beschrieben seien. Die Kette
sei quasiperiodisch geschlossen, es gelte also qyi1 := ¢1 + Al, wobei Al die von auflen
aufgezwungene Langendnderung bezeichne. Die relativen Abstédnde zweier benachbarter
Teilchen seien mit r, bezeichnet: 7, := ¢,+1 — ¢,. Dann gilt

N
Al=>"r, , (2.30)
n=1

und die Lagrangefunktion des Systems lautet

L= 2 {%" — W(rn)} : (2.31)

Die Lagrangefunktion héingt parametrisch von Al ab. Im Gleichgewicht sind alle relativen
Absténde r,, konstant und gleich, r,, = Al/N. Die Gleichgewichtsenergie der Kette hat
als Funktion von Al ein Minimum bei Al = 0.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dal Al keine dynamische Variable ist. Es
ist deshalb irrefithrend, sich die Todakette in 2 Dimensionen eingebettet vorzustellen,
etwa als Kette aus N Massen, die mit nichtlinearen Federn mit Potential (2.29) zu einem
Kreis verbunden auf einem Tisch liegen. Ein solches System zeigte eine Mode, bei der
sich die ganze Kette periodisch ausdehnte und zusammenzoge, und wiirde nicht durch
die Lagrangefunktion (2.31) beschrieben.

Betrachte nun die von einem reellen Parameter o abhingige Transformation

= e/t
(2.32)
a,(t') = au(t) +no
Diese Transformation 1483t die Bewegungsgleichungen forminvariant, da
L(Qn(t)a Qn(t)> Al) = EUL(q;L(t/), qé(t/), Al/) + Al'e” — Al — N(eo - 1) ) (2 33)

Al .= Al+ No

Losungen der Bewegungsgleichungen zu L(Al) gehen iiber in Losungen der Bewegungs-
gleichungen zu L(Al’). Diese Tatsache wird sich im folgenden héufig als niitzlich erweisen.

2.3 Dispersion der N-cnoidal-wave-Losung

Das zu (2.31) gehorige Anfangswertproblem ist mit Methoden aus der inversen Spektral-
theorie und der klassischen Theorie hyperelliptischer Riemannflachen in den 70er Jahren
gelost worden [43, 44, 17, 18, 27, 48]. Eine ausfiihrliche Darstellung der Losung findet
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sich in Anhang B. Es ist bemerkenswert, daf} sich alle Losungen mit Hilfe einer einzigen
Klasse von Funktionen beschreiben lassen, den Riemannschen Thetafunktionen (s. An-
hang D). Abgesehen von einer trivialen gleichzeitigen Verschiebung in allen Koordinaten
haben die Losungen in einem Schwerpunktsystem die Form

O(nk — vt + ~v|B) )
o+ Dk—vi+~B))

qn(t) = nd +In ( (2.34)

wobei 0(z|B) eine g-dimensionale Riemannsche Thetafunktion ist. B ist eine Riemann-
matrix mit ®(B) = 0. k und v sind die g-dimensionalen reellen Vektoren der Wellenzah-
len und Frequenzen. 7 ist ein konstanter Phasenvektor und d eine weitere Konstante.

Die durch (2.34) beschriebene Losung der Todabewegungsgleichungen heifit g-cnoi-
dal-wave-Losung. Sie ist charakterisiert durch Angabe der Parameter g, B, k, v, v, d, die
sich bei der Herleitung von (2.34) aus den Anfangsbedingungen g¢,(0),p,(0) ergeben.
In Analogie zur harmonischen Kette ist es wiinschenswert, einen Typ von Anfangsbe-
dingungen zu betrachten, bei dem man nicht die Anfangsorte und -geschwindigkeiten
der einzelnen Massen vorgibt, sondern die ,, Amplituden“ bestimmter Moden und deren
,Phasen“. Es ist klar, dal 2N reelle Parameter unabhéngig wéahlbar sind, da man im
Schwerpunktsystem 2N — 1 unabhéngige Anfangswerte der Bewegung wihlen kann und
als zusétzlichen Parameter die &uflere Lange Al hat. Um festzustellen, welche Parameter
die Bedeutung der Amplituden und Phasen annehmen, betrachte den Limes B;; — too,
j=1,...,g, der Losung (2.34). Mit ¢; := exp(in B,;) folgt ¢, — 0 und

qn(t) = nd + 429: g;sin(rk;) sin(2r((n + 1/2)k; — vt + ;) + O(e?) . (2.35)

=1

In diesem Limes nimmt ¢, (¢) die Gestalt einer harmonischen Anregung an. Man weifl
hier allerdings noch nicht, da v; und k; durch die harmonische Dispersionsrelation
v; = sin(mk;)/m verkniipft sind. Das wird sich erst spéter zeigen. Wenn alle ¢; ver-
schwinden, ruht die Kette, und es ist r, = d, folglich d = Al/N. Die ¢; (bzw. Bjj)
spielen also die Rolle der Amplituden und die vy, die Rolle der Phasen. Fiir gegebenes g
sind die iibrigen Parameter durch die B;; und 7; bestimmt. Sie geniigen einer Gleichung,
die Dispersionsrelation genannt sei. Die Dispersionsrelation fiir die Multi-cnoidal-wave-
Losungen wurde von Dubrovin hergeleitet [20, 21]. Da dessen Herleitung jedoch nicht
iiber die physikalische Bedeutung aller Parameter in der Dispersionsrelation Aufschlufl
gibt, wird sie im folgenden noch einmal ausfiihrlich diskutiert.
Es sei A definiert als A := e~%, und

fn = —d? ln(e(gon)) + A9(¢n+1)9(@n—1)/92(9@n) ) (2’36>

wobei ¢, 1= nk — vt + . Setzt man die Losung (2.34) wieder in die aus (2.31) folgenden
Bewegungsgleichungen ein, so ergibt sich f,41 — f, = 0. Nach Dubrovin [20, 21] folgt
hieraus, daf} alle f,, den gleichen Wert f haben. Damit ist (2.36) dquivalent zu

e~ | = @In(@(p))+f—1 . (2.37)
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Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die Bedeutung der Konstanten f verstehen. Die
linke Seite ist gleich der Kraft, die auf die n-te Feder der Todakette ausgeiibt wird.
Nach Anhang B sind alle Frequenzen v; reell (modulo Perioden). Also ist d; In(6(p,,))
beschrankt, und als zeitgemittelte Kraft auf die n-te Feder erhélt man

T
pZTli_r)I;O%/O dt (e"mon) 1) = f—1 . (2.38)
Diese GroBe wird im Zusammenhang mit der Todakette als Druck bezeichnet [74]. p ist
jedoch eine rein mechanisch definierte, keine thermodynamische Groéfie, und kann sowohl
positive als auch negative Werte annehmen.

Die gesuchte Dispersionsbeziehung fiir die g-cnoidal-wave-Losung folgt aus (2.36)
mit f anstelle von f,, durch Eliminieren der Zeit- und Ortsabhéngigkeit. Mit 2z anstelle
von ¢,, der Abkiirzung (D.9) aus Anhang D fiir die partiellen Ableitungen und der
Konvention, iiber doppelt auftretende Indizes zu summieren, folgt aus (2.36)

fO2(2) + vw;0(2)0;5(2) — viv;0;(2)0;(2) — AB(z + k)0(z — k) =0 . (2.39)
Definiere den infinitesimalen Verschiebungsoperator T, := l/ja%j und den endlichen Ver-

schiebungsoperator S, durch S.f(z) = f(z + k). Der zu S, inverse Operator ist dann
gegeben durch S7!f(2) = f(z — k) und (2.39) 18t sich in der Form

(f+ T2 =TT — AS1SZH0(21)0(2%)| 22 = 0O (2.40)

schreiben. Fiihre nun neue Koordinaten ein,

w! 1 1) (2! 2! 1/1 1) [w?
9 R [ B 9 R ) [ A
In diesen Koordinaten geht (2.40) iiber in die Gleichung

1 2 1,2
(f + 2701 w2+2T52—A55,2)9<w ‘2”” )9(“’ w)

5 =0 . (2.42)

w2=0

Benutze nun das Additionstheorem (D.10). Fiir die Riemannsche Thetafunktion nimmt
es folgende Gestalt an

0(z+w)0(z—w)= > 0[6](22)0[5](2w) . (2.43)

20€(Z2)9

0[0)(z) ist fiir alle 6 € +(Z5)? eine gerade Funktion (Lemma D.2). Aus dieser Tatsache
folgt T.0[0](2)|.—o = 0. Und (2.42) impliziert

S 0[] (wh)(f + 272 — AS2)0[0)(w?)]wreo = 0 . (2.44)
20€(Z2)9
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Da die Funktionen [6](w) linear unabhingig sind [20], folgt
(f + 275 = ASDOB](w)]wmo =0, (2.45)

oder in der urspriinglichen Notation

~

£010] + 2v,0,516) — AB[8)(2k) =0 . (2.46)

Diese Gleichung ist die gesuchte Dispersionsrelation. Sie verkniipft die beiden dufleren
Parameter A, f und die Frequenzen v;, die Wellenzahlen k; sowie die Elemente der Rie-
mannmatrix B miteinander. Die Phasen +; kommen in (2.46) nicht vor und kénnen
deshalb beliebig gewahlt werden. Die Wahl der Wellenzahlen k; ist durch die quasiperi-
odischen Randbedingungen eingeschriankt. Aus ¢,y — ¢, = Al folgt mit (2.34)

) 0(@ntn)0(Pnt1) — A —
1 (e«onﬂwwwn)) Mo -

Diese Gleichung ist erfiillt, genau dann, wenn Nk eine Periode der Riemannschen The-
tafunktion ist, Nk = j+ Bl, j,1 € Z%, und Al = Nd. Nach Anhang B ist k reell modulo
Perioden. Deshalb kann man sich auf k; = m;/N beschrénken, wobei m; eine der Zah-
len 1,..., N ist. Mit Blick auf den harmonischen Limes (2.35) wird in dieser Arbeit
weiter davon ausgegangen, dafl alle m; paarweise verschieden sind und dal m; = N
nicht vorkommt. Nur unter diesen Bedingungen ist (2.35) eine Uberlagerung unabhdingi-
ger harmonischer Anregungen. Sie garantieren ferner, daf§ das lineare Stabilitédtsproblem
der 1-cnoidal-wave-Losung (s.u.) die richtige Anzahl linear unabhéngiger Losungen hat,
und damit garantieren sie auch die richtige Anzahl von Quantenzahlen fiir die semi-
klassische Quantisierungsprozedur (s.u.). Die Forderung, daf§ alle k; verschieden sind,
begrenzt zudem, konsistent mit der Losung des Anfangswertproblems in Anhang B, die
maximale Anzahl der in (2.34) ,superponierten® cnoidal waves auf N —1. Es wird aufler-
dem davon ausgegangen, dafl die «; reell gewdhlt werden kénnen. Das garantiert, daf$ die
Losungen ¢, (t) im harmonischen Limes (2.35) reell sind. Die in dieser Arbeit verwende-
ten Arbeitshypothesen iiber die Struktur der Losungen der Todabewegungsgleichungen
sind in der folgenden Vermutung zusammengefafit. Sie werden durch alle betrachteten
speziellen Beispiele bestétigt.

Vermutung: Alle physikalischen (d.h. reellen) Lésungen der Todabewegungsglei-
chungen lassen sich in der Form (2.34) darstellen mit reellen ParameterniB, k,v,~,d, f,
die durch die Dispersionsrelation (2.46) verkniipft sind.

Fast alle Teile dieser Vermutung konnten bewiesen werden. Was zu zeigen (oder zu
widerlegen) bleibt ist, dafl 7 reell gewihlt werden kann und dafl alle k; verschieden und
ungleich Null sein miissen.

Betrachte nun das Skalenverhalten der Dispersionsrelation (2.46). Aus (2.38) folgt,
daB f unter einer Skalentransformation (2.32) in f = e~ f iibergeht. Mit Blick auf (2.34)
und (2.46) kann man die Skalentransformation (2.32) als Transformation der Gréfien in
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der Dispersionsrelation ansehen: v geht iiber in ¢/ = e ?/?v und A in A’ = e A. D.h.
unter einer Skalentransformation (2.32) wird die ganze Gleichung (2.46) mit e~ mul-
tipliziert. B bleibt invariant unter dieser Transformation. Man kann ¢ so wéhlen, daf3
entweder f =1 oder A = 1, d.h. daf§ entweder der Druck verschwindet, p = 0, oder die
Kettenldnge konstant bleibt, Al = 0. Allgemeiner gestattet es die Skalentranformation
(2.32), zwischen den Randbedingungen beliebig vorgegebenen Drucks und beliebig vor-
gegebener Lange hin und her zu transformieren. Es geniigt deshalb, (2.46) auf einen der
Félle f = 1 oder A = 1 zu beschrénken. In Anlehnung an Toda [74], dessen weit verbrei-
tetes Buch die Lesegewohnheiten der meisten Leser dieser Arbeit geprigt haben diirfte,
sei f = 1 als Ausgangspunkt fiir weitere Uberlegungen gewihlt. Die Dispersionsrelation
(2.46) lautet dann

0[0) + 2v;1;0,;10) — AG[O](2k) =0 . (2.48)
Die Lénge, die aus (2.48) folgt, sei mit Al, bezeichnet, fiir die Frequenzen bei Druck Null

sei die Bezeichnung v beibehalten. Dann folgen mit Hilfe einer Skalentransformation mit
o = (Al — Al,)/N der Druck und die Frequenz als Funktion der Lange Al.

p(Al) = exp(—(Al—Al,)/N)—-1 |, (2.49)
v(Al) = exp(—(Al—Al,)/2N)v . (2.50)

In dieser Notation ist also v = v(Al,).

Fiir ¢ = 1 ist (2.48) ein System zweier Gleichungen in den zwei Unbekannten v und
A. Fiir g = 2 sind vier Unbekannte v, 15, A und B;s aus vier Gleichungen zu bestimmen.
Fiir g > 3 iibersteigt die Anzahl der Gleichungen die der Unbekannten. Die iiberzdhligen
Gleichungen bilden einen Satz von Identitdten in den Parametern. Der Fall g = 3 wurde
von Hirota und Ito [40] numerisch untersucht. Sie benutzten jedoch eine andere Form
der Dispersionsrelation (2.48), die fiir analytische Rechnungen ungeeignet erscheint.

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur die Fille ¢ = 1,2 betrachtet. Im néchsten
Unterabschnitt wird gezeigt, wie (2.48) fiir ¢ = 1 in die bekannte Dispersionsrelation
[74] der 1-cnoidal-wave Losung tibergeht. Im iibernéchsten wird dann gezeigt, wie sich
aus dem Fall ¢ = 2 die Dispersionsbeziehung fiir das lineare Stabilitdtsproblem der
1-cnoidal-wave-Losung ergibt.

Abschliefilend sei angemerkt, daf§ die Gleichung (2.39), aufgefait als Differentialglei-
chung fiir eine zu bestimmende Funktion #, mit der sogenannten Hirotaschen Form der
Todabewegungsgleichungen [39] tibereinstimmt.

2.4 Eigenschaften der 1-cnoidal-wave-L6sung inklusive einiger
neuer Formulierungen ihrer Dispersionsrelation

Die 1-cnoidal-wave-Losung ist die spezielle Losung der Todabewegungsgleichungen, die
sich aus (2.34) und (2.48) fiir ¢ = 1 ergibt. Sie ist historisch insofern von Bedeutung,
als sie zur Entdeckung des Todapotentials fiihrte. Toda suchte nach einem Wechselwir-
kungspotential fiir eine 1-d Kette gleicher Massen, das spezielle Losungen der Bewe-
gungsgleichungen in Form elliptischer Funktionen liefern sollte [72].
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Fiir die Bestimmung der semiklassischen Energieniveaus, die der 1-cnoidal-wave-
Losung entsprechen, werden geméf der Gleichungen (2.25), (2.27) die Dispersionsrela-
tion, die Energie E und die Wirkung pro Periode S der 1-cnoidal-wave-Lésung benotigt.
Diese GroBen sind bekannt [74, 73, 67]. Es gibt jedoch gute Griinde dafiir, sie an dieser
Stelle erneut herzuleiten: Zur Herleitung der Dispersionsrelation wird hier die allgemei-
ne Formel (2.48) benutzt. Das ist zum einen ein Test fiir (2.48), zum anderen erhélt
man eine Reihe bisher nicht bekannter Ausdriicke fiir die Dispersionsrelation in Form
rationaler Funktionen von Thetafunktionen, die durch ihre Einfachheit und durch ih-
re Niitzlichkeit bei numerischen Berechnungen bestechen. Die erneute Berechnung der
Energie und Wirkung pro Periode ist notwendig, weil an dieser Stelle in einem friitheren
Versuch zur Gutzwiller-Quantisierung der periodischen Todakette [67] Fehler beziiglich
der Randbedingungen gemacht wurden (s.u.).

Fiir g = 1 nimmt der Parameter ¢ in (2.48) die Werte 0,1 an. In Matrixschreibweise

lautet (2.48) somit
05(2k)  —200\ [ A 05
~ ~ = . 2.51
(%(21{:) — 2604 ) \v? 0y (251)

2 = 1 00a(2k) — 0:05(2k) (2.52)
2 010,(2k) — 0465(2k)

v2 und A sind also durch

= — 0362 — Qge}, (2.53)
010, (2K — 0404(2k)

gegeben. Um zu sehen, da8 der Ausdruck fiir 2 mit dem von Toda angegebenen iiber-
einstimmt, muff man zunéchst mit Hilfe des Additionstheorems (D.10) und der Formel
(D.5) von Thetafunktionen mit Parameter 2B zu Thetafunktionen mit Parameter B
tibergehen. (D.10) und (D.5) implizieren
01(z +w)0i(z —w) = 05(22)05(2w) — 05(22)05(2w) (2.54)
0s(z+w)0s(z —w) = 05(22)05(2w) — 02(22)05(2w) . (2.55)
Mit w = z = 0 in der letzten Gleichung folgt
02 =02 — 02 . (2.56)

Leitet man (2.54) und (2.55) an der Stelle w = z = 0 nach z ab, so ergibt sich, unter
Beriicksichtigung, dafl 6;(z) ungerade und 6,(z) gerade ist,

02 = 2(030, — 050) . 040 = 2(0505 — 030) . (2.57)
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w = 01in (2.54) und (2.55) fihrt auf

(9%(2)) B ( -1 1 )(ég(%)ég) (2.58)
QE(Z) —92/93 93/92 93(22)92 . ‘
Invertiert man diese Gleichung und setzt das Ergebnis in (2.52) ein, so erhilt man unter
Benutzung von (2.56) und (2.57)

02(k)6?
2 1 4
V= B0 — R0 (2:59)

Das ist eine alternative Form der Dispersionsrelation fiir v. Lemma D.4, die Definition
der Jacobi-elliptischen Funktion sn (D.13) und die Beziehungen [78, 37]

A g i eiwé(2n+1)
94 = (1 _ 627rB(2n+1))

;= A4K(K — E) (2.60)

fithren schlieBlich auf die bekannte von Toda angegebene Form [74] der Dispersionsrela-
tion fiir v:

(2Kv) 2 =sn?(2Kk) -1+ E/K . (2.61)

K und F sind dabei die vollstdndigen elliptischen Integrale erster und zweiter Art.

Gleichung (2.54) kann man zur Herleitung einer Form der Dispersionsrelation be-
nutzen, in der nur die Funktion 6;(z) und ihre Ableitungen vorkommen. Der Zahler des
Bruchs auf der rechten Seite von (2.52) stimmt mit (2.54) an der Stelle z = 0,w = k
tiberein, der Nenner mit der zweiten Ableitung von (2.54) an der Stelle z = 0, w = k. Es
gilt also

v 2= —diIn(0,(k)) . (2.62)

D.h. =2 simmt bis auf eine Konstante mit der Weierstrafischen p-Funktion iiberein.
Toda [73, 74] benutzt eine Grofe

C = <949(f)>2 [1 - (1 - %) sn2(2Kk;)] , (2.63)

um den Druck p fiir Al = 0 als p(Al = 0) = C' — 1 auszudriicken. Ein Vergleich mit
(2.49) zeigt, daB also A = 1/C sein mufl. Das ist leicht bewiesen. Denn einerseits folgt
aus der ersten der Gleichungen (2.57) und der ersten der Gleichungen (2.58), dafl

v /A= 0i(k)/07 (2.64)
andererseits impliziert (2.61), daf§

Cv? = (04(k)/2K0,)*sn*(2Kk) . (2.65)
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Mit (D.13) und der Beziechung 2K = 73 folgt aus diesen beiden Gleichungen, dafl
A=1/C.
Mit Blick auf (2.50) gibt (2.64) fiir die Dispersionsrelation fiir v bei fester Lénge,

v(Al) = e 22Ng (k) /0, . (2.66)

Hier wurde fiir die Wurzel aus der rechten Seite von (2.64) das positive Vorzeichen
gewihlt, damit v(Al) fiir 0 < k < 1 positiv ist. Aus (2.66) ersieht man, dafl die Schall-
geschwindigkeit bei fester Lange durch den Ausdruck exp(—Al/2N) gegeben ist.

Die Energie £ und Wirkung pro Periode S der 1-cnoidal-wave-Losung wurden von
T. Shirafuji [67] berechnet. Das von ihm verwendete Wechselwirkungspotential unter-
scheidet sich jedoch von dem in dieser Arbeit verwendeten (2.29) dadurch, dafl er den
attraktiven Anteil der Wechselwirkung wegléfit. Es lautet also Wy, = e™ —1. Diese Wahl
des Potentials fithrt zwar auf dieselben Bewegungsgleichungen, aber fiir gleiche Losungen
auf andere Werte der Energie und Wirkung pro Periode. Das physikalische Bild hinter
dieser Wahl ist das eines Gases von Teilchen mit repulsiver Wechselwirkung. Dement-
sprechend gibt es keine natiirliche Gitterkonstante. Die potentielle Energie der ruhenden
Kette wird minimal fiir Al — oo. Im folgenden sei das Zeitmittel einer Grofle iiber eine
Periode 7(Al) := 1/v(Al) der Bewegung durch spitze Klammern gekennzeichnet,

() = T(Zl) [ (2.67)

Wenn man den Druck p,, der sich fiir Shirafujis Wahl des Potentials ergibt, analog
zu (2.38) als pg, = (=W, (r,)) definiert, ist diese Grofle immer grofer als Null. Ein
Vergleich mit (2.38) zeigt, dafl eine Losung der Bewegungsgleichungen zu p = 0 auf
Psh = 1 fiihrt.

Die kinetische Energie der Todakette sei nun mit 7" bezeichnet, die potentielle Energie
mit V. Dann ist £ = (E) = (T') + (V) und S = 7(Al)(L) = 7(A)({(T) — (V)). Aus
(2.38) folgt

N
(V)y=> (W(r,)=Al+Np . (2.68)
n=1
Zur Berechnung von (7T') benutze die Geschwindigkeiten ¢,, wie sie sich aus (2.34) er-
geben, und die Reihenentwicklung (D.16) fiir die logarithmische Ableitung von 65(z).
Dann folgt (T) = a/7?(Al), wobei a gemif}

a:= N(2m)? i csch? (im Bn) sin? (mnk) (2.69)

n=1

definiert ist. Fiir p = 0 heif3t das

E=a/T>+Al, , S=a/T—T1Al, . (2.70)
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Und fiir Al = 0 ergibt sich mit p aus (2.49)

E = a/7%(0)+ Np =a/72(0) + N(e2/N —1) (2.71)
S = a/7(0) — N7(0)p = a/7(0) — N7(0)(e2/N —1) . (2.72)

Im Rahmen der semiklassischen Quantisierung macht es zundchst nur Sinn, das System
mit Randbedingung Al = 0 zu betrachten, da die klassische und die quantenmechani-
sche Bedingung fiir das Verschwinden des Drucks verschieden sind. Der Grund dafiir liegt
darin, dafl die quantenmechanischen Nullpunktfluktuationen einen zusétzlichen Druck
verursachen. Das klassische System zu p = 0 148t sich zwar formal semiklassisch quan-
tisieren, aber die physikalische Bedeutung der Ergebnisse ist unklar. Shirafuji geht in
seiner Arbeit zur semiklassischen Quantisierung jedoch von der 1-cnoidal-wave-Losung
zu p = 0 (psp, = 1) aus. Seine Ergebnisse konnen daher nicht sinnvoll sein. Dartiber
hinaus ist die von ihm verwendete Stationaritdtsbedingung (Gleichung (26) in seiner
Arbeit), die zur Auswertung des Zeitintegrals in Gleichung (2.1) benétigt wird, falsch
(s.u.).

Im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie wird die Wirkung S als Funktion von
Anfangs- und Endpunkt ¢,q" einer gegebenen Bahn, sowie als Funktion der Zeit T,
die benétigt wird, um von ¢ nach ¢ zu gelangen, aufgefait (s. Anhang C). Im Fall der
oben berechneten Wirkung pro Periode stimmen ¢ und ¢’ iiberein, und 7 ist die Periode
der Bewegung. Daf3 die Bahn periodisch ist bedeutet ferner, dafl auch die Impulse p, p’
an Anfangs- und Endpunkt der Bahn iibereinstimmen. Im folgenden sei der gemeinsame
Anfangs- und Endpunkt der betrachteten Bahnen mit ¢* := g = ¢’ bezeichnet.

Betrachte zuerst den fiir die semiklassische Quantisierung relevanten Fall Al = 0.
Dann ist T'= 7(0) und S = S(¢*(7(0)), ¢*(7(0)), 7(0)), und es gilt

ds oS 0S8\ dq* 08 as
() 5. em

3¢ "o ) ar0) T or0) ~ 97 0)

wobei die zweite Gleichung aus der Periodizitét folgt [34] und die dritte aus der Hamilton-
Jacobi-Gleichung. Einsetzen der Gleichungen (2.71), (2.72) liefert

dAl
2 o
V= (2.74)

Diese Gleichung ist eine Vertraglichkeitsbedingung fiir £ und S, die nach Konstrukti-
on erfiillt ist. Sie wurde zur Probe der Ausdriicke (2.71), (2.72) erfolgreich numerisch
getestet. Man kann sie auch als alternative Form der Dispersionsrelation (2.52) ansehen.

Im Fall p = 0 (psp, = 1) gilt die Gleichung (2.73) fiir Shirafujis Wahl des Potentials
nicht mehr. Denn dann héngt die Lagrangefunktion zusétzlich iiber Al, von 7 ab, und
man erhélt

s s dAzo+§_ S dAlo_E
dr  OAl, dr or  OAl, dr

(2.75)
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Fiir die in dieser Arbeit verwendete Wahl des Wechselwirkungspotentials (2.29) ver-
schwindet der zusétzliche Term, denn

95 oL
= — _(Q1+Alo—q1\f) _ — —
onl, " <8Alo> rie h=mp=0 (2.76)

Fiir Shirafujis Wahl ergibt sich hingegen

OSen — [OLsn\ | _(itBlo—an)\ _
oAl, <8Alo> =T(e ) =Tpsh =T . (2.77)

Setzt man (2.76) und (2.70) in (2.75), so erhdlt man wiederum die Vertréglichkeitsbe-
dingung (2.74) und genauso, wenn man die aus Shirafujis Wahl des Wechselwirkungspo-
tentials folgende Energie Ey, = a/7% und die Wirkung pro Periode Sy, = a/7 zusammen
mit (2.77) in (2.75) einsetzt. Diese Uberlegungen zeigen, daf Shirafujis Stationaritits-
bedingung fiir die Phase (Gleichung (26) in [67]) falsch ist.

2.5 Das lineare Stabilitdtsproblem der 1-cnoidal-wave-Losung

Die Kenntnis der Zwei-cnoidal-wave-Losung versetzt einen in die Lage, das lineare Sta-
bilitdtsproblem der 1-cnoidal-wave-Losung (s. Anhang C.5) auf einfache Weise zu 16sen.
Dazu mufl man die Zwei-cnoidal-wave-Losung in erster Ordnung in der Amplitude einer
der beiden cnoidal-waves entwickeln.

Die Riemannmatrix B der Zwei-cnoidal-wave-Losung ist eine 2 x 2-Matrix und ¢,
ein zweidimensionaler Vektor mit Komponenten ¢/ = nk; — vt +v;, j = 1,2. Es sei
¢ := exp(imBy) und k := Bjs. Mit diesen Abkiirzungen erhilt man durch Entwickeln
der Thetafunktionen in (2.34) in erster Ordnung in &:

05(¢;) )
gn(t) = nd+1In (*" 2.78
( ) 93(907114-1) ( )
2 [(Os(0r +K)  eXR203(pk | + K)) }
+ e{emn L — ubs + c.c. :
{ < 03(07) Os(©ni1)

c.c. bedeutet hier das komplex Konjugierte des vorstehenden Terms. Es sei daran erin-
nert, daf iB, k, v und ~y reell sind.

Die Gleichung (2.78) wurde bereits von Shirafuji hergeleitet [67]. Thm war jedoch die
Dispersionsrelation der Zwei-cnoidal-wave-Losung unbekannt. Um zu zeigen, dafl der
Term in den geschweiften Klammern in der Tat eine Losung des linearen Stabilitédtspro-
blems ist, mufl man zeigen, daf§ die Parameter v; und d in (2.78) in erster Ordnung nicht
von € abhéngen. Dazu hat man auch die Dispersionsrelation (2.48) in ¢ zu entwickeln.
Die Dispersionsrelation der Zwei-cnoidal-wave-Losung ist nicht mehr linear in den vier
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abhéngigen Perametern vy, s, k, A, sondern eine in k transzendente Gleichung. Mit den
Abkiirzungen 6 := (8),52 = (1/2),53 = ( 0 ),54 = (1/2) lautet (2.48) ausgeschrieben

0 1/2 1/2
0[0](2k) — 2011[61] — 4015[61] — 2055[6"] A 0[0"]
9:[52](%) —2(?11[52] —49:12[52] —29:22[52] Z _ é[52] (2.79)
0[0%](2k) — 26011[0%] — 4015[6%] — 2655[6%] Vivs 0[]
0[04(2k) — 20116 — 4015[6%] — 2055[6%] V2 0[0"]

Entwickelt man die Thetafunktionen in den ersten beiden Zeilen der Matrix auf der
linken Seite dieser Gleichung nach ¢, so erhilt man 6[6;](z) = 0[6¢](z1) + O(£2). Daraus
folgt, daB das obere linke Viertel der Matrix bis auf Terme der Ordnung £? mit der
2 x 2-Matrix in Gleichung (2.51) tibereinstimmt und dafl das obere rechte Viertel von der
Ordnung €2 ist. D.h. A und v; gehorchen in erster Ordnung in € der Dispersionsrelation
der 1-cnoidal-wave-Losung, und der Term in geschweiften Klammern in Gleichung (2.78)
ist eine Losung des linearen Stabilitdtsproblems.

Entwickeln der beiden unteren Zeilen der Matrix in Gleichung (2.79) liefert die Dis-
persionsrelation des linearen Stabilitdtsproblems der 1-cnoidal-wave-Losung. Fiir gege-
benes A und vy, zum Beispiel aus Gleichung (2.51), erhélt man v, und « als Funktion
von ki, ko und Bi;. Um Faktoren m zu vermeiden, setze ¢y := 27ksy, wo := 275, Dann
ergeben sich die beiden Gleichungen

~

A(e'20;(2k: + 1) +e 720, (2K, — k) — 4020 (k) — div1wa0 (k) +w30; (k) = 20;(k), (2.80)
j = 2,3. Diese Gleichungen lassen sich nach wy auflosen:

wy = 2ind,In(d;(k)) (2.81)

g2 . —ig2) . _ R 1/2
4 [2 A <e 62k +r) | 76,2y “)> 422 (k)|
0;(r) 0;(x)

7 = 2,3. Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist eine implizite Bestimmungsglei-
chung fiir x. Im harmonischen Limes, sowie im Solitonlimes, die in den nachfolgenden
Unterabschnitten diskutiert werden, ist es moglich, diese Gleichungen nach s aufzultsen.
Im allgemeinen Fall konnte s als Funktion von Bji,k; und ks jedoch nur numerisch
bestimmt werden. Kennt man k, so ergibt sich w, aus einer der beiden Gleichungen
(2.81). wy ist die Frequenz eines Phonons als Funktion der Wellenzahl ¢» in Anwesen-
heit einer cnoidal-wave mit Amplitude By; und Wellenzahl k;. W&hlt man 7 = 3 in
Gleichung (2.81) und als Vorzeichen der Wurzel Plus, so sieht man leicht, daf diese
Gleichung im Limes exp(irBj;) — 0+ in die bekannte phononische Dispersionsrelation
wy = 2|sin(gq/2)| tibergeht, und zwar unabhéngig von &, solange x nur beschriankt ist.
Im néchsten Unterabschnitt wird der harmonische Limes im Detail betrachtet.

Wie im vorangegangenen Unterabschnitt lassen sich die Thetafunktionen mit Para-
meter 2B mit Hilfe des Additionstheorems (D.10) umschreiben in Thetafunktionen mit
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Parameter B. Auf diese Weise kann man sich der Quadratwurzel in Gleichung (2.81)
entledigen. Das Resultat findet sich in Anhang G. Anders als im vorangegangenen Un-
terabschnitt ist die Vereinfachung gegeniiber (2.81) vergleichsweise gering. Man erhilt
zwar mit Gleichung (G.11) einen sehr schonen Ausdruck fiir wo(0) als Funktion von Bjy,
k1 und k, die Bestimmungsgleichung (G.10) fiir x als Funktion von k; und Bj; ist jedoch
unhandlich. Die Gleichungen (G.10) und (G.11) diirften vor allem fiir die numerische
Auswertung des linearen Stabilitdtsproblems von Nutzen sein. Fiir die analytische Aus-
wertung der Dispersion des linearen Stabilitétsproblems im harmonischen Limes und im
Solitonlimes in Kapitel 2.7 und 2.8 wurden die Gleichungen (2.81) benutzt.

Die Gleichungen (2.81) ergeben entsprechend der Konvention aus Kapitel 2.2 die
Phononenfrequenz ws fiir verschwindenden Druck. ws(0), die zugehorige Frequenz fiir
verschwindende Ausdehnung Al = 0, ergibt sich aus w, durch Division durch v/A. Daraus
ersicht man, dafl x unabhéngig von den Randbedingungen ist. Dasselbe gilt fiir die
Stabilitdtsexponenten, die sich nach Anhang C.5 zu

N = waT = wa/v1 = wy(0)/141(0) (2.82)

ergeben.

Bedenkt man, daf§ die Losungen des linearen Stabilitéitsproblems, die durch die ge-
schweiften Klammern in Gleichung (2.78) gegeben sind, linear superponierbar sind und
dafl v, frei wihlbar ist, so sieht man, dafl der erste Term,

sl D) R (2.83)

in den geschweiften Klammern in (2.81) und sein komplex Konjugiertes das lineare
Stabilitdtsproblem unabhéngig losen.

Fiir jeden Wert von ¢o = 27j/N, 7 = 1,...,N — 1, ¢o # 27k; erhélt man einen
Stabilitdtsexponenten 7;, wie man explizit im harmonischen und im Solitonlimes sehen
kann. Da das komplex Konjugierte der Gleichung (2.83) eine linear unabhéngige Losung
des linearen Stabilitédtsproblems liefert, erhdlt man aus (2.81) und (2.83) insgesamt 2N —
4 linear unabhéngige Losungen. Es ist leicht zu sehen, dafl (2.81) mit g, = 0 fiir alle Werte
von ki und Bi; durch ws = k = 0 gelost wird. Die rechte Seite von (2.83) verschwindet
aber, wenn ¢y = wy = k = 0 ist, und man erhélt keine zusétzliche nichttriviale Losung des
linearen Stabilitdtsproblems. Eine analoge Aussage gilt fiir k; = k. Eine ausfiihrlichere
Diskussion der Struktur der Losungen der (2.81), (2.83) des linearen Stabilitédtsproblems
wurde als Anhang H in diese Arbeit aufgenommen.

Der Vollstandigkeit halber seien hier noch zwei Paare von Losungen fiir verschwin-
dende Stabilitdtsexponenten angegeben. Nach Anhang C.5 héingen sie mit den Transla-
tionssymmetrien in Ort und Zeit zusammen. Das eine ist durch die Translationsmode
qn(t) = c1+cot gegeben, das andere ergibt sich durch Ableiten der 1-cnoidal-wave-Losung
nach den zwei unabhéngigen kontinuierlichen Parametern v, bzw. By;.

Im Prinzip kann man das in diesem Unterkapitel vorgestellte Verfahren auch zur
Losung des linearen Stabilitédtsproblems der Mehr-cnoidal-wave-Losungen verwenden.

Sgn(t) = eilazn—wzd) (93(%% +K)  €LO3(Pn + “)> :
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Die Dispersionsrelationen, die man dann analog zu (2.81) erhilt, werden jedoch genau
wie die vollen Dispersionsrelationen (2.48) mit wachsender Zahl der cnoidal-waves immer
komplizierter und sind einer analytischen Behandlung nach heutigen Kenntnissen kaum
zuginglich [57]. Es sei auflerdem angemerkt, dafi das Verfahren zur Losung des linea-
ren Stabilitdtsproblems der (N —1)-cnoidal-wave-Losung der N-Teilchenkette prinzipiell
nicht geeignet ist, da fiir die N-Teilchenkette keine N-cnoidal-wave-Losung existiert.

2.6 Semiklassische Quantisierung — der allgemeine Fall

In den beiden vorangegangenen Unterkapiteln wurden fast alle zur Auswertung der semi-
klassischen Quantisierungsformeln benétigten Eingangsdaten berechnet. Energie und
Wirkung der 1-cnoidal-wave-Losung sind durch die Gleichungen (2.71) und (2.72) gege-
ben. Die Stabilitédtsexponenten folgen aus (2.81) und (2.82). Zu bestimmen bleibt einzig
der topologische Index v auf der rechten Seite der Gleichungen (2.27) bzw. (2.23). Er
ergibt sich durch Vergleich mit dem harmonischen Limes im néchsten Unterabschnitt zu
v=1/2.

Alle Groflen, die in die semiklassischen Quantisierungsbedingungen aus Kapitel 2.1
eingehen, liegen als Funktionen des Parameters B;; und nicht als Funktionen der Ba-
sisperiode 7(0) vor. Der Zusammenhang zwischen 7(0) und Bj; ist durch die Disper-
sionsrelation (2.66) gegeben. Zur numerischen Auswertung der semiklassischen Quan-
tisierungsformeln (2.25), (2.27) beispielsweise 16st man (2.27) nach By; auf. By ergibt
sich so in Abhéngigkeit der Quantenzahlen m und k. Die Energieniveaus folgen durch
Einsetzen von By als Funktion der Quantenzahlen in Gleichung (2.25).

Den einfachsten Spezialfall sowohl von (2.15), (2.23) als auch von (2.25), (2.27) erhélt
man fiir N = 2. Dann gibt es keine Beitrédge, die von Stabilitdtsexponenten herriihren,
und die semiklassischen Quantisierungsbedingungen lauten

e=FE , (m+1/2)2rh=S+ ET(0) . (2.84)

Das sind die EBK-Bedingungen fiir ein eindimensionales System, denn die rechte Seite
dieser Gleichung ist gleich dem Wirkungsintegral J.

J= jé pdg = /0 "0 @ = 2T) = 2a0(0) = S + Er(0) . (2.85)

Im néchsten Unterabschnitt wird gezeigt, dal die semiklassischen Quantisierungsbedin-
gungen (2.25), (2.27) fur N > 2 nicht mehr mit den EBK-Bedingungen iibereinstimmen.
Es wurde in dieser Arbeit auf eine numerische Untersuchung der Gleichungen (2.25),
(2.27) verzichtet. Die wesentlichen Eigenschaften dieser Gleichungen lassen sich in zwei
analytisch zugénglichen Grenzfillen, dem harmonischen Limes und dem Solitonlimes
diskutieren. Diese Diskussion erfolgt in den néchsten drei Unterabschnitten.
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2.7 Semiklassische Quantisierung im harmonischen Limes

Dieser Unterabschnitt ist der Betrachtung des harmonischen Limes der semiklassischen
Quantisierungsbedingungen (2.25) und (2.27) gewidmet. Nach Anhang A ist der harmo-
nische Limes im Einheitensystem dieser Arbeit gleichbedeutend mit dem Limes h — 0+.
Im folgenden werden die semiklassischen Quantisierungsbedingungen bis zur zweiten
Ordnung in A aufgelost. Die Betrachtung wird fiir das 3-Teilchensystem vorgenommen,
da sich die Formeln dann etwas kompakter schreiben lassen und die Verallgemeinerung
auf N Teilchen evident ist. Fiir das 3-Teilchensystem gibt es nur einen einzigen nicht
verschwindenden Stabilitdtsexponenten, und es ist

£=—h(m+1/2)we(0)/v1(0) . (2.86)

Damit lassen sich die semiklassischen Quantisierungsbedingungen (2.25) und (2.27) in
eine Form bringen, die fiir die Durchfithrung des harmonischen Limes geeignet ist:

e = =S1(0)+ (n+v)hw(0) + (m + 1/2)hws(0) (2.87)

d(UQ(O)

E+5v1(0) = (n+0)hw(0)+ (m+ 1/2)hw1(0)dw1(0)

(2.88)

Hier wurde die Bezeichnung w;(0) := 2714(0) eingefithrt. Gleichung (2.88) bestimmt
den Parameter By, als Funktion von A, sowie als Funktion der Quantenzahlen m und n.
E+ Sv1(0) = av?(0) ist fiir alle endlichen By; positiv. Wenn 7 bei festem m und n gegen
0+ geht, mufl deshalb notwendig Bj; gegen ioo gehen. In diesem Grenzfall werden nun
alle fiir (2.87) und (2.88) benétigten Eingangsdaten in der jeweils benotigten Ordnung
berechnet. Dabei finden die Formeln (D.14) bis (D.16) Verwendung.

Geeigneter Entwicklungsparameter fiir die verschiedenen Grofien ist § := exp(27iBy1).
Fiir v(0) ergibt sich direkt aus der Definition

D(0) = < sin(rk) + = sin®(7k)d + 22 sin(wk)62 + O(5%) . (2.89)
T

s s
v~2 folgt durch nochmaliges Ableiten aus der Reihendarstellung (D.14) zu

2
2= 37 — 87 cos(27k)§ — 872 (cos(2mk) + 2 cos(4mk))d* + O(5*) . (2.90)
sin“(7k)

Mit Gleichung (2.64) und (2.66) folgt daraus
1/A =1+ 16sin*(7k)d + 96 sin* (7k)6* + O(6°) . (2.91)
Den harmonischen Limes von a liest man wieder direkt aus der Definition (2.69) ab,

a = 16m%N sin®(7k)d 4 327°N (3 sin?(rk) — 2sin?(7k))6* + O(6%) . (2.92)
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(2.89), (2.91) und (2.92) implizieren nun

E = 32Nsin*(nk)d + O(6%) (2.93)
S (0) = 64N sin®(7k)6* + O(8%) . (2.94)

Die Untersuchung der Dispersion des linearen Stabilitdtsproblems (2.81) ist etwas auf-
wendiger. Die dazu bendtigten Entwicklungen der Thetafunktionen bis zur Ordnung ¢
sind in Anhang I aufgelistet. Fiir s ergibt sich in fithrender Ordnung

. sin(7ky)sin(mks)
th{=mix) = 1+ cos(mky) cos(mky) (2.95)

)

(2.96)

Da k in der Entwicklung von wy(0) erst in der ersten Ordnung in § vorkommt, werden die
O(0)-Korrekturen zu x zur Berechnung von wy(0) in erster Ordnung in 6 nicht benétigt.
Setzt man x aus Gleichung (2.95) wieder in die Gleichung (2.81) (fiir j = 3) ein, so folgt

0 (0) = %sm(m) Lo (2.97)

In erster Ordnung in § gibt es keine Korrekturen zu wy(0). Diese Tatsache wurde fiir die
3-Teilchenkette auch numerisch verifiziert. (2.97) impliziert, da8

du)2(0>
dwl(())

—0®) . (2.98)

Da die rechte Seite der Gleichung (2.88) linear in & ist und die linke Seite in niedrigster
Ordnung linear in ¢, hdngt 0 in niedrigster Ordnung linear von #/ ab. (2.87) lautet somit
in niedrigster Ordnung

e = (n+v)h2sin(mky) + (m + 1/2)h2sin(mky) + O(R?) . (2.99)

Durch Vergleich mit der harmonischen 3-Teilchenkette folgt v = 1/2. Wegen (2.97) liefert
wo(0) in Gleichung (2.87) keine Korrekturen der Ordnung 7. Unter Berticksichtigung von
(2.89), (2.93), (2.94) und (2.98) ergibt sich ¢ als Funktion von 7 in niedrigster Ordnung
Al

. n+1/2 . —3
0= e Sin (k)R . (2.100)

Mit (2.89) und (2.94) folgen daraus die O(h*)-Korrekturen zu :

(2n + 1)%R?

e = (2n+ 1)hsin(mky) + (2m + 1)hsin(wky) + 16N

+0O(R?) . (2.101)
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Fiir beliebige Teilchenzahlen hat man hier den zweiten Term auf der rechten Seite durch
eine entsprechende Summe zu ersetzen. Die Terme erster Ordnung in 2 geben dann das
Spektrum im harmonischen Limes in korrekter Weise wieder.

Fiir N = 2 entfillt der zweite Term in Gleichung (2.101), und es ist k; = 1/2. Die
Grundzustandsenergie ergibt sich also zu

2

e=h+ % +0n*) (2.102)

in Ubereinstimmung mit dem von Fowler und Frahm angegebenen Ergebnis der EBK-
Néherung [28]. Fiir N > 2 kann das Ergebnis (2.101) nicht mehr mit dem EBK-Resultat
tibereinstimmen. Es ist gezeigt worden [56], dafl die EBK-Quantisierung mit den diskre-
ten Symmetrien der N-Teilchen-Todakette vertréaglich ist. Diese fithren fiir N = 3 dazu,
daBl die Energieniveaus symmetrisch in den Quantenzahlen m und n sind, eine Bedin-
gung, die Gleichung (2.101) offensichtlich verletzt. Hier offenbart sich die Asymmetrie
des ganzen Quantisierungsverfahrens.

Die Interpretation der Gleichung (2.101) ist, dafl aufler der Grundmode, um die her-
um entwickelt wurde, alle anderen Moden nur in harmonischer N&herung behandelt
werden. Einzig die Grundmode, die durch k; charakterisiert ist, erfihrt eine O(R*)-
Korrektur. Da sie in (2.101) willkiirlich ist, représentiert (2.101) je nach Wahl der
Grundmode ein anderes Spektrum. Diese Situation ist &uflerst unbefriedigend. Sie 1483t
sich bereinigen, indem man (2.101) ad hoc symmetrisch ergénzt, im 3-Teilchen-Fall bei-
spielsweise durch Hinzuaddieren eines Terms (2m + 1)?A%/16N. Dann ist nicht nur die
Symmetrie richtig beriicksichtigt, sondern auch, im Falle dreier Teilchen zumindest, die
Ubereinstimmung mit den exakten Ergebnissen fiir die niedrigliegenden Energieniveaus
erstaunlich gut.

Mit denselben Konventionen wie oben folgt aus den Millerschen Quantisierungsbe-
dingungen

e =FE=(n+v)hw(0)+ (m+1/2)hwy(0) — Sv(0) . (2.103)

Lost man diese Gleichung in niedrigster Ordnung nach ¢ als Funktion von A auf und
setzt das Ergebnis wieder ein, so ergibt sich

(2n+1)2 — (2m + 1)?)n?
16N

+ 0O .
(2.104)
Hier wurde benutzt, daf fiir die 3-Teilchen-Kette sin(7k;) = sin(7ks) ist. Diese Gleichung
weist dieselben Unzulénglichkeiten auf wie Gleichung (2.101).

Zusammenfassend mufl man konstatieren, dafl die semiklassischen Quantisierungsbe-
dingungen, wie sie in Kapitel 2.1 hergeleitet wurden, fiir die N-Teilchen-Todakette keine
brauchbare Naherung darstellen, die {iber die harmonische Néherung hinausginge. Ein-
ziger Hoffnungsschimmer ist die ad hoc eingefiihrte symmetrisierte Form der Gleichung
(2.101). Im Solitonlimes sind die Verhéltnisse allerdings giinstiger. Die ersten Korrek-
turen zur semiklassischen Dispersionsrelation sind nicht von der Ordnung A2, sondern

e = (2n+ 1)hsin(mky) + (2m + 1)hsin(mky) +
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von der Ordnung h. Im {iberndchsten Unterabschnitt wird sich herausstellen, dafl die
semiklassische Dispersionsrelation des Solitons, die man im Solitonlimes der Gleichun-
gen (2.25) und (2.27) erhélt, in guter Ubereinstimmung mit den Betheansatzergebnissen
ist.

2.8 Solitonlimes der 1-cnoidal-wave-Lésung

Im Sprachgebrauch dieser Arbeit ist ein Soliton eine Anregung, die es nur auf der un-
endlich langen Kette gibt. Es gehort zum diskreten Teil des Spektrums der inversen
Streutheorie [26, 53, 23|, die nur fir unendlich ausgedehnte Systeme Sinn macht. An-
dere Autoren, darunter auch Toda [73], sprechen von einem ,,Soliton unter periodischen
Randbedingungen® und meinen damit eine 1-cnoidal-wave-Losung mit einem einzigen
Buckel (kK = 1/N). Diese Bezeichnung scheint problematisch. Denn je nach Wert des
Parameters B hat eine solche 1-cnoidal-wave-Losung mehr phononischen oder mehr so-
litonischen Charakter, wie von Boyd [10] am Beispiel der KdV-Gleichung gezeigt wurde.
Es gibt kein klares Unterscheidungskriterium zwischen Phononen und Solitonen auf der
periodischen Kette.

Das Soliton erhilt man als Grenzfall einer 1-cnoidal-wave-Lésung, wenn man den
duBeren Parameter Teilchenzahl gegen unendlich gehen 148t und gleichzeitig den in-
neren Parameter B auf definierte Art und Weise gegen Null. Dieser Grenzfall heifit
Solitonlimes. Man setzt

ir/B=aN (2.105)

wobei a > 0 ein neuer freier Parameter ist, der Solitonparameter. Damit sich das Soliton
nach Durchfiihrung des Limes im Endlichen befindet, hat man die Phase v in ¢,, geméf

v —1/24v/aN (2.106)

zu ersetzen. Das entspricht einer Ersetzung von 65(z|B) durch 0,(z|B) in den Gleichun-
gen (2.34) und (2.78).

Alle fiir die semiklassische Quantisierung relevanten Grofien lassen sich im Solitonli-
mes berechnen. Die semiklassischen Quantisierungsbedingungen (2.25) und (2.27) gehen
auf die in Kapitel 2.1 beschriebene Weise gegen die semiklassisch korrigierte Disper-
sionsrelation des Solitons. Es sei aber daran erinnert, daf§ die periodische Kette im
Solitonlimes nicht vollstdndig dquivalent zur unendlichen Kette, die ein Soliton trégt, ist
[73]. Beispielsweise ist der Gesamtimpuls der Kette mit einer cnoidal-wave nach Kon-
struktion der Losungen (2.34), die ja im Schwerpunktsystem berechnet wurden, gleich
Null. Folglich verschwindet er auch im Solitonlimes. Der Gesamtimpuls der unendlichen
Kette mit einem Soliton ist hingegen ungleich Null [74]. Ein anderes Beispiel fiir diese
Indquivalenz ist die Gesamtausdehnung der Kette. Bei verschwindendem Druck ist sie
fiir die 1-cnoidal-wave-Losung immer grofler als Null: Al, > 0. Ein Soliton auf der un-
endlichen Kette komprimiert diese jedoch [74]. Unterschiede der soeben beschriebenen
Art kénnen immer dann auftreten, wenn die entsprechende Grofie durch Summation
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iiber alle Teilchen berechnet wird. Sie sind dann Ausdruck der Tatsache, dafi die 1-
cnoidal-wave-Losung nicht gleichméflig gegen die Solitonlosung der unendlichen Kette
konvergiert und deshalb nicht unbedingt alle Limites vertauschen.

Die quantenmechanische Behandlung der Todakette im Rahmen der QISM [69] oder
des Betheansatzes [70, 58] geht von periodischen Randbedingungen aus. Das entspre-
chende klassische Vergleichssystem ist deshalb die periodische Kette im thermodyna-
mischen Limes, nicht die unendliche Kette. Insbesondere ist die quantenmechanische
Dispersionskurve des Solitons aus dem Betheansatz [58] mit der semiklassischen Disper-
sionskurve der 1-cnoidal-wave-Losung im Solitonlimes zu vergleichen.

Es werden nun alle zur Berechnung der semiklassischen Dispersionsrelation benotig-
ten Groflen bis zur jeweils bendtigten Ordnung in 1/N im Solitonlimes berechnet. Dazu
bedient man sich durchgéngig der GauBreihendarstellungen (D.11) fiir die Thetafunk-
tionen bzw. der entsprechenden Reihen (D.19) bis (D.22) fiir deren logarithmische Ab-
leitungen. Ein Teil der Ergebnisse wurde bereits 1970 von Toda [73] erzielt, ein anderer
Teil wird hier erstmals hergeleitet. Insbesondere ist die Behandlung des linearen Stabi-
litdtsproblems im Solitonlimes neu.

Betrachte zunéchst die Dispersionsrelationen der 1-cnoidal-wave-Losung. Im Soli-
tonlimes (2.105), (2.106) gehen die Gleichungen (2.62) und (2.66) mit Hilfe von (D.19),
(D.11) in

Ny = S <1— sh(a) +O( = )) , (2.107)

«a alN N2
Nv(0) = Shao‘) <1 - % +0 (%)) (2.108)

tiber. Die Gleichungen (2.64) und (2.66) implizieren damit

A =1-2(sh*(a) — a?)/aN + O(1/N?) . (2.109)
Aus dieser Gleichung folgt Al, im Solitonlimes:

Al, = —NIn(A) — 2(sh*(a) — ®)/a . (2.110)

Al, ist fur alle positiven « grofler als Null. Wegen (2.107) and (2.108) ist die Phase ¢,
der 1-cnoidal-wave-Losungen in beiden Fiéllen von der Form

©n = 1/2 4 (no — sh(a)t 4+ v) /aN + O(1/N?) . (2.111)

Setzt man nun ¢,, := na — sh(a)t + 7, so ergibt sich unter Verwendung von (D.11) der
Solitonlimes der 1-cnoidal-wave-Losung zu

(2.112)

1 _2¢n
qn(t):—a—l—ln< e )

1 —+ 6_2¢n+1
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Das ist die bekannte Solitonlosung der unendlichen Todakette. (2.112) gilt fiir beliebiges
n, sowohl fiir verschwindenden Druck als auch fiir verschwindende Léngendnderung,
Al = 0. Das Soliton (2.112) iibt auf die n-te Feder die Kraft

e_(QnJrl_Qn) — 1 = ShZ(Q)SeCh2(¢n+l) (2113)

aus. Dies ist die wohl bekannteste Darstellung des Todasolitons [74].

Als néchstes werden Energie und Wirkung pro Teilchen im Solitonlimes berechnet.
Sie ergeben sich aus den Gleichungen (2.69) bis (2.72) und stimmen fiir p = 0 und Al =0
tiberein. Die Reihe fiir a, (2.69), geht im Solitonlimes in ein Integral {iber,

a/N? — 4 /Oood:)s csch?(rx/a) sin®(z) = 2(a’cth(a) — a) . (2.114)

Mit Al, aus (2.110) und v und v(0) aus (2.107), (2.108) implizieren (2.70) bis (2.72)
E = 2(ch(a)sh(a) —a) (2.115)
S/N = 2ach(a) — 4sh(a) + 2a*/sh(a) . (2.116)

Diese Grofien kann man auch unter Benutzung von (2.112) und (2.113) fiir das Soliton
auf der unendlichen Kette berechnen. Das Ergebnis ist dasselbe, aber das ist ein Zufall.
Da zur Berechnung von E und S/N eine Summe iiber alle Teilchen auszufiihren ist, wére
es a priori nicht entscheidbar gewesen, ob beide Ergebnisse iibereinstimmen. Betrachtet
man die Todakette als Gasmodell mit dem Wechselwirkungspotential Wy, = e™® — 1
(vgl. Kapitel 2.4), so bleiben die Bewegungsgleichungen unverédndert und das Soliton
(2.112) ist eine Losung der Bewegungsgleichungen der unendlichen Kette. In diesem
Fall stimmen aber die Energie aus dem Solitonlimes und die direkt fiir die unendliche
Kette berechnete Energie nicht mehr iiberein. Die Differenz der beiden Energien betragt
2sh?(a) /a.

Im Solitonlimes 148t sich die Vertréglichkeitsbedingung (2.74) direkt verifizieren.
(2.107), (2.110) und (2.114) implizieren

dAl, B d(sh®(a) — a?)/a _ sh?(a)
(a/N?) d (a2cth(a) — «) a?

(Nv)* = y (2.117)
Nach Kapitel 2.3 folgt daraus, dal im Solitonlimes die Gleichung dS/dr = —FE erfiillt
ist, eine Tatsache, die man auch unter Ausnutzung der Dispersionsrelationen (2.107),
(2.108) aus (2.115) und (2.116) folgern kann.

Zur Berechnung der Summe der Stabilitdtsexponenten in (2.25) und(2.27) benétigt
man wsy aus einer der Gleichungen (2.81) inklusive der 1/N-Korrekturen im Solitonlimes.
Die erforderlichen Rechnungen sind langwierig, aber elementar. Als erstes ben6tigt man
die Kopplung x in fithrender Ordnung. Man erhélt sie aus der Differenz der beiden
Gleichungen (2.81) im Solitonlimes. Es sei

K1 = 2iaNkK . (2.118)
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Setzt man fiir alle logarithmischen Ableitungen und alle Quotienten der Thetafunktionen
in der Differenz der Gleichungen (2.81) die Reihenentwicklungen (D.20) und (D.21) aus
Anhang D ein, so sieht man, daf§ die fithrenden Terme der Gleichung fiir x; von der
Ordnung exp(—aN/2) sind 4. In dieser fiihrenden Ordnung 148t sich die Gleichung nach
k1 auflosen mit dem Ergebnis

(€2 — 1)(e= — 1)

eTiR — 1 (€a+iq2/2 T

(2.119)

Das heifit, £, stimmt mit der Phasenverschiebung, die ein ,,nichtlineares Phonon* ® durch
Streuung an einem Soliton erfihrt, iiberein [71]. Der Logarithmus der Gleichung (2.119)
wird eindeutig, wenn man fordert, daf§ k; als Funktion von g5 fiir 0 < gy < 27 stetig ist
und fiir @« — 0+ im Intervall (0, 27] verschwindet. Er ergibt sich zu

tan(ky/4) = —th(a/2) cot(ga/4) , 0<g<2m . (2.120)
Mit Hilfe dieser Gleichung kann man nun ws bis zur Ordnung 1/N berechnen. Setzt man

sie zusammen mit (2.107), (2.109) und (2.118) in eine der beiden Gleichungen (2.81), so
folgt

«

p = 25in(0a/2) + l,ﬁ (COS( /) sh(a)> B QSha(a)

sin(qz/zﬂ +0 ()
(2.121)

Im Solitonlimes geht wy als Funktion von ¢» also gegen die harmonische Dispersion.
Der Grund dafiir ist, dafl das Soliton die Kette nur lokal stort. Die 1/N-Korrekturen
zZu wy enthalten die semiklassischen Korrekturen zur Energie und und zum Impuls des
Solitons. Sie werden im néchsten Unterabschnitt zur Bestimmung der semiklassischen
Dispersionsrelation benétigt.

Mit (2.111) und (2.118) erhélt man schliefllich aus (2.83) die Losungen des linearen
Stabilitatsproblems im Solitonlimes. Sie lauten

1 + e 2¢ntin €iq2(1 + €—2¢n+1+m1)

14+e 20 1+ =241

Oqn(t) = einaz—w2t=r1/2) (2.122)

wy ist hier mit ¢o durch die harmonische Dispersion wy = 2sin(ge/2) verkniipft. Es
war blof eine Frage hinreichender Ausdauer, (2.122) durch direktes Einsetzen in die
Bewegungsgleichungen des linearen Stabilitdtsproblems des Solitons zu verifizieren. Da
die Losung des linearen Stabilitdtsproblems d¢,(t) eine lokale Grofle ist, sollte die Be-
trachtung der unendlichen Kette mit einem Soliton dasselbe Ergebnis liefern. Das ist

4Eine Auflistung der Thetafunktionen in der Differenz der beiden Gleichungen (2.81) in fiithrender
Ordnung ist in Anhang J gegeben.

530 bezeichnen Theodorakopoulos und Mertens eine Losung des linearen Stabilitéitsproblems des
Solitons.
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in der Tat der Fall. Die Gleichungen (2.120) und (2.122) bekommt man auf einfachere
Art, wenn man die in [71] geschilderten Methoden benutzt. Man erhélt auf diese Weise
jedoch nicht die fiir die semiklassische Quantisierung essentiellen 1/N-Korrekturen zu
wWa.

2.9 Semiklassische Dispersionsrelationen des Solitons

Nach den Vorarbeiten des vorangegangenen Kapitels 1a3t sich nun der Solitonlimes in
den Gleichungen (2.25) und (2.27) durchfiihren. Wie weiter oben erldutert, ist zunéchst
nur die Behandlung des Systems bei fester Lénge sinnvoll, da sich die klassische und die
quantenmechanische Bedingung fiir das Verschwinden des Drucks unterscheiden. Es sei
zuerst der Fall Al = 0 betrachtet. Die semiklassische Vakuumenergie ist

g0 =Y hsin(g/2) . (2.123)

Die Anregungsenergien des Solitons relativ zum Vakuum erhélt man, wenn man &, von
der Energiegleichung (2.25) abzieht und anschlieend den Solitonlimes durchfiihrt. Der
erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (2.25) gibt dann die klassische Soliton-
energie (2.115) und der zweite Term semiklassische Korrekturen. Teilt man die Gleichung
(2.27) durch N, so kann man sie, wie in Kapitel 2.1 beschrieben, als Impulsgleichung auf-
fassen. Fiir den ersten Term auf der rechten Seite folgt mit (2.116), (2.115) und (2.108)
im Solitonlimes:

(S+ E7(0))/N — pw = 4(ach(a) —sh(a)) . (2.124)

Das ist der klassische Solitonimpuls [58]. Der zweite Term gibt wiederum semiklassische
Korrekturen.

Im folgenden werden die semiklassischen Korrekturterme berechnet. Aus (2.108)
erhédlt man

dr0) = sh(ojh—(g():h(a) d_zxc; o (%) ’ (2.125)

und ferner aus (2.109) und (2.121)

W9 Sh(Oé)

wa(0) = Ji = 2sin(q2/2) + % [m <cos(q2/2) —

)—2asin(qg/2)] . (2.126)

Damit ergibt sich

dré+ 1D sin(ga/2) = —(h/2)dq0) > (w2(0) — 2sin(ga/2))/11(0) (2.127)
B h sh?(a) 27 acos(qa/2)
= I h(a) —ad(@) “ 2N [’“ (W - 1)
_QShOEa) sin(q2/2)] +0 <%> . (2.128)
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k1 ist dabei durch Gleichung (2.120) gegeben. Kiirzt man die Summe auf der rechten
Seite von (2.127) mit ¥ ab und bezeichnet ihre Ableitung nach o mit einem Strich, so
ergibt sich fiir die Impulskorrektur

(1= 7(0)dr(o))&/N = —% >+ %Sh(ac;sf(jgh(a) Y40 (%) . (2.129)

Im Solitonlimes gehen die Summen ¥ und ¥’ in Integrale {iber ¢, mit Integrationsgrenzen
0 und 27 {iber. Das Volumenelement ist dgy = 27/N. Mit Hilfe der Beziehungen

Ok [O0k1 _ 2sin(ge/2) Ok sh(«)
oa | Oqp sh(a) " dg;  ch(a) —cos(qy/2)

(2.130)

die man direkt aus (2.120) erhalt, 1d8t sich ¥’ im Solitonlimes berechnen. Dazu ist eine
partielle Integration erforderlich. Schliellich ergibt sich

o 8( a % >:_8a(sh(a)—ach(a)) | 2.131)

sh(a) da sh(a) sh?(a)

Y folgt aus dieser Gleichung per Integration iiber «. Eine Betrachtung der urspriinglichen
Integraldarstellung von ¥ zeigt, dafl die Integrationskonstante gleich Null ist. Fafit man
alle Teilergebnisse zusammen, so erhéilt man die Korrekturterme

—dT<o>5—ﬁzsin(q2/2)=—%7a = hAE (2.132)
q2
2h [a T
(1 —7(0)dr0))¢/N = -, dx B hAp (2.133)

und damit die semiklassische Dispersionsrelation des Solitons.

- - gt (2.134)
T

2h o x
= —— [ d . 2.1
b - /0 v sh(z) (2.135)

Diese Gleichungen sind eines der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit. £ und p; sind
durch die Gleichungen (2.115) und (2.124) bestimmt. Abbildung 1 zeigt den Vergleich
zwischen semiklassischer Dispersionsrelation, Dispersionsrelation aus dem Betheansatz,
klassischem Ergebnis und dem Ergebnis, das das in Kapitel 3 beschriebene Variationsver-
fahren liefert. Numerisch sind das Betheansatzergebnis und das semiklassische Ergebnis
selbst fiir A~ = 1 kaum zu unterscheiden. Unterschiede machen sich erst bemerkbar, wenn
man / noch eine Groflenordnung grofler wihlt (Abbildung 2), also weit jenseits des
Bereichs, in dem man gute Ubereinstimmung erwartet hétte.
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Abbildung 1: Vergleich der verschiedenen Ergebnisse fiir die Dis-
persionsrelation (p) eines Solitons fiir feste Lange Al = 0 und
I = 1. ¢ in Einheiten von /2 und p in Einheiten von 7h.

Die gute Ubereinstimmung der Ergebnisse (2.134), (2.135) mit dem Betheansatz
stiitzt das in Kapitel 2.1 beschriebene intuitive Konzept des Solitons als Teilchenanre-
gung iiber dem Vakuum. Insbesondere ist das hier verwendete Konzept des semiklassi-
schen Solitonimpulses mit dem Betheansatz vertréglich. Diese Tatsache ist auch fiir die
Interpretation der Betheansatzergebnisse von Bedeutung, da auch im Betheansatz der
Impuls phéanomenologisch durch Analogie mit dem J-Funktions-Bosegas definiert ist.

Die Verallgemeinerung des oben erzielten Ergebnisses auf den Fall beliebiger Gitter-
konstante d = Al/N ist einfach. Nach (2.66) gilt fiir die Dispersion der 1-cnoidal-wave-

Losung
v(Al) = e=21(0)
Die Energie ergibt sich nach (2.68) ff zu

E(Al) = av?*(Al)+ Al+ Np

= e (a?(0) + N(eA/N — 1)) + N (el +d — 1)
= ¢ 1E(0)+E, |,

(2.136)

(2.137)

wobei hier die Energie (2.71) fiir Al = 0 mit F(0) bezeichnet wurde und E, := N(e~¢ +

d — 1) die klassische Grundzustandsenergie meint. (2.136) impliziert, dafl

deany = € Py . T(ADdr(an = 7(0)d-(g)

(2.138)
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Abbildung 2: Semiklassische Dispersionsrelation (scl) und Dis-
persionsrelation aus dem Betheansatz (BA) fir o = 0,1;1;10.
¢ in Einheiten von /2 und p in Einheiten von 7h.

Da & wegen (2.82) invariant unter Skalentransformationen ist, folgt
e=eB(0)+ E, — e ?d ¢ . (2.139)
Die richtige Renormierung im Solitonlimes erhélt man also durch die Ersetzung
e - e—FE,—e %, | (2.140)

Mit der zweiten der Gleichungen (2.138) folgt, dafi der Korrekturterm auf der rechten
Seite der Gleichung (2.27) invariant unter Skalentransformationen bleibt. Fiir den ersten
Term ergibt sich (s. Gleichung (2.68) ff):

S(Al) + E(ADT(Al) = 2av(Al) = e=¥?2av(0)

2.141
e~ %(8(0) + £(0)7(0)) 2

Zusammenfassend ergibt sich schliefflich die semiklassisch korrigierte Dispersionsrelation
fiir beliebige Gitterkonstante d zu

e = e 'E+e?hAE | (2.142)

p = ey +hAp (2.143)
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Abbildung 3: Vergleich der verschiedenen Ergebnisse fiir die Dispersionsrelation &(p)
eines Solitons fiir Druck Null und & = 1. ¢ in Einheiten von A/2 und p in Einheiten
von wh. Das Ergebnis des Variationsansatzes stimmt in diesem Fall mit dem klassischen
iiberein.

wobei wie oben E und py; die klassische Solitonenergie und den klassischen Solitonimpuls
geméB Gleichung (2.115) und (2.124) bezeichnen und AE und Ap die Korrekturen nach
Gleichung (2.132) und (2.133).

Nun 148t sich auch die semiklassische Dispersionsrelation fiir verschwindenden Druck
angeben. Nach (2.142), (2.143) ist das Vakuum durch € = p = 0 charakterisiert. Aus
(2.140) liest man damit die Grundzustandsenergie pro Teilchen im thermodynamischen
Limes ab,

2h
co/N=eltd—1+=e¥ | (2.144)
m

Die Gitterkonstante fiir verschwindenden Druck folgt nun aus der Forderung, da8 €,/N
minimal sei. Mit g := h/2m ergibt sie sich zu

d, = —1In (1 +2¢* — 29¢/1 + 92) =h/m+OR*) . (2.145)
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In fithrender Ordnung in & stimmt diese Gitterkonstante mit dem entsprechenden Er-
gebnis aus dem Variationsansatz (Kapitel 3.5) iiberein.

3 Kohirente Phononen als Variationsansatz fiir die
Todakette

3.1 Vorrede

In diesem Kapitel wird die Todakete in einer weiteren semiklassischen Néaherung behan-
delt. Es wird angenommen, die Kette sei zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 in einem kohé&renten
Zustand. Die Zeitentwicklung dieses Zustandes wird unter der Annahme betrachtet, dafl
er ein kohérenter Zustand bleibt. Diese Einschrinkung wird erreicht, indem das Wir-
kungsfunktional, das die Schrodingergleichung erzeugt, nur beziiglich der eingeschrank-
ten Funktionenklasse der kohérenten Zustédnde variiert wird. Die Zeitentwicklung wird
dann durch eine effektive klassische Dynamik beschrieben, deren Lagrangefunktion sich
von der urspriinglichen nur durch eine Renormierung der Gitterkonstanten unterschei-
det. Insbesondere gibt es deshalb eine Ein-Soliton-Loésung, die mit der klassischen Ein-
Soliton-Losung verglichen wird.

Die Giite der mit einem Variationsverfahren erzielten Ndherung héngt stark von
den gewahlten Testfunktionen ab. Die Testfunktionen sind ein unvermeidbar intuitives
Element des Verfahrens. Die Tragweite von Variationsverfahren ist a priori in der Re-
gel schwer abzuschétzen. Die Erfahrung zeigt jedoch, daf sie hidufig bessere Ergebnisse
beispielsweise fiir Grundzustandsenergien liefern als stédrker systematische Zugénge. In
diesem Kapitel sind es kohérente Zusténde, die im Rahmen des zeitabhéngigen Variati-
onsverfahrens als Testfunktionen Verwendung finden, weil sie im harmonischen Grenzfall
6 exakte Losungen der zeitabhingigen Schrédingergleichung sind.

Im Gegensatz zum vorangegangenen Kapitel und auch im Gegensatz zur vollen quan-
tenmechanischen Behandlung des Systems [69] treten Solitonen auf der quantenmecha-
nischen Todakette im Rahmen der hier verwendeten Naherung als dynamische Objekte,
nicht als stationdre Zusténde, in Erscheinung: Ein Soliton beschreibt die Bewegung der
Schwerpunkte Gaufischer Wellenpakete.

3.2 Variationsprinzip

Es sei H der Hamiltonoperator eines beliebigen mechanischen Systems. Das Lagrange-
funktional L und das Wirkungsfunktional S fiir eine Wellenfunktion W seien definiert
durch

L = /dm\If*(m,t)(ihat—H)\If(x,t) , (3.1)

6l — 0+ in den hier verwendeten Einheiten (s. Anhang A).
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S = /OTdtL . (32)

Die Schrodingergleichung inklusive Normierungsbedingung ergibt sich als Funktionalab-
leitung von S beziiglich ¥*(z,t) unter der Nebenbedingung

/d:c Uz, )2=1 . (3.3)

¥ und ¥* werden dabei als unabhéngige Felder aufgefafit. Die Funktionalableitung von
S beziiglich W (x,t) liefert die zur Schrédingergleichung adjungierte Gleichung.

Durch Einschrinkung der Wellenfunktion ¥ auf eine bestimmte Form lassen sich mit
Hilfe des Variationsprinzips verschiedene Arten von Néherungslosungen der Schrodin-
gergleichung herleiten [47]. Diese Losungen erfiillen nicht die volle Schrodingergleichung,
sondern die Gleichung, die aus (3.2) durch Variation beziiglich der eingeschriankten
Klasse von Wellenfunktionen folgt. Wichtigstes Beispiel fiir eine Einschriankung ist die
zeitabhéngige Hartree-Fock-Néherung, die man erhélt, indem man fiir ein Vielteilchen-
system die volle Vielteilchenwellenfunktion durch ein Produkt von Einteilchenwellen-
funktionen ersetzt.

Der hier verwendete Variationsansatz mit kohérenten Zustdnden ist von der Form

U(z,t) =V (zr,at) . (3.4)

« ist ein Vektor von Parametern, deren optimales Zeitverhalten im oben beschriebenen
Sinne die Dynamik der Wellenfunktion W(x,¢) ndherungsweise bestimmt. Die Funktio-
nalableitung von S beziiglich «,(t) liefert fiir o, (t) die effektiven Bewegungsgleichungen

d OLeyy — OLesy
dt Ocy,, do,

0 . (3.5)

Dabei folgt die effektive Lagrangefunktion L.f¢(c, o) aus (3.1) durch Einsetzen des An-
satzes (3.4). Wegen der Zeitableitung unter dem Integral in (3.1) héngt L nicht allein
von «,, sondern auch von &, ab. Die Gleichungen (3.5) haben die Form von Lagrange-
gleichungen fiir ein klassisches mechanisches System von Punktteilchen mit Koordinaten
o, und Geschwindigkeiten c,,.

3.3 Kohirente Zustiande

Kohérente Zusténde entstehen durch gleichzeitige Verschiebung von Eigenzustdnden der
der Todakette im harmonischen Grenzfall entsprechenden eindimensionalen harmoni-
schen Kette im Orts- und im Impulsraum. Diese Verschiebung wird durch Anwendung
des unitédren Operators

A= exp {% > (&npn — wnxn>} = exp {Z (e ﬁ;;bk)} (36)
k

n=1
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erreicht. by und b, sind hier die in iiblicher Weise definierten Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren fiir Phononen, die den Hamiltonoperator der harmonischen Kette im
Schwerpunktsystem diagonalisieren. Es ist

by = —— Y e ihn <\/°T’f Gn + \/7 ) (3.7)

ki =j2r/N,j=1,...,N — 1, wp = 2|sin(k/2)| und b} = (bx)". bx und b; gehorchen
bosonischen Vertauschungsrelatlonen.

[bq’ b;] = Og¢k [bq>bk] = [b(—;’bl—l_] =0 . (3'8)

¢, und p,, als Funktion von by, b erhiilt man durch Umkehr der Gleichung (3.7) und der
zu ihr adjungierten Gleichung,

v ikna hwk + 1 ikna h +
n - - b - b_ 9 n == b _I_ b_ . 39
po= e X Tt = TS ket (9

Die Beziehung zwischen 7, und &, auf der einen Seite und f; und 3} auf der anderen in
Gleichung (3.6) ist dieselbe wie zwischen p,,, ¢, und by, b .

Es sei |0) der Grundzustand der harmonischen Kette. Zur Vereinfachung und in
leichter Einschrankung der Allgemeinheit sei unter einem kohérenten Zustand hinfort der
Zustand |3) := A|0) verstanden. Der so definierte Zustand hat die folgenden elementaren
Eigenschaften:

(i) belB) =BelB) . (BIB)=1 . (3.10)
(i) (BlpalB) =m0 , (BlanlB) =& - (3.11)

(iii) Falls m, und ¢, die klassische Bewegungsgleichung der harmonischen Kette fiir
Impuls und Ort l6sen, ist der Zustand exp(—iEyt/h)|5) Losung der Schrodinger-
gleichung der harmonischen Kette, wobei Fjy die Grundzustandsenergie der har-
monischen Kette bezeichnet.

oo 2NR
Ey = lictg(n/2N) =% =22 (3.12)

™

3.4 Effektive Lagrangefunktion

In diesem Kapitel wird als Bezugspunkt fiir die Teilchenkoordinaten nicht ihre Ruhelage
fiir verschwindende Kettenausdehnung, sondern ihre von auflen aufgeprigte Ruhelage
nd verwendet (s. Kapitel 2). Im Vergleich zum vorangegangenen Kapitel ist also die
Ersetzung ¢, — ¢, + nd vorgenommen worden. Der Hamiltonoperator lautet damit

N

2
_ Z (% + €_d (e—(qn+1—4n) _ 1)) (313)
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mit gyy1 = ¢1. Die Normierung wurde so gewahlt, dafl die klassische Grundzustands-
energie fiir jedes d verschwindet. Die Berechnung der einzelnen Beitréage zur effektiven
Lagrangefunktion ist elementar. Zunéchst berechnet man beispielsweise die Kommuta-
toren

[ " A] = Aﬂ-n ) [an A] = Agn . (314)
Mit deren Hilfe folgt

(BlprlB) = (0|ATp,AATP,Al)) = (0[(my + pa)?[0) (3.15)

= m + (0lpal0) = 7 + Eo/N |
Der gemischte Term verschwindet in der dritten Gleichung, da der Grundzustand kei-
nen Impuls tragt. Die vierte Gleichung folgt aus dem Virialsatz und der Translations-
symmetrie. Die verbliebenen Terme wertet man am einfachsten unter Verwendung der
Baker-Kempe-Hausdorff-Formel aus [30]. Sie lautet

efHS = eReSealRSl - falls [RV[R, S]] =[S, [R, S]] =0 . (3.16)
Setzt man
e = (N 1) 2—2 (3.17)
R, = Zankbfk , Sn:Zoznkbk , (3.18)
k k

so ergibt sich
Gni1 — Gn = R + S, . (3.19)
Fiir den Kommutator zwischen R, und S,, gilt mit (3.9)

1 , 2 h Ey
R, S, = —— G | 3.20
[ Sn] = =35 Zk: e 2wn N (3:20)
und es folgt mit (3.10) und (3.16)
<ﬁ|6_(q”+1_q”)|ﬁ> — </6|6_R"6_S”|/6>6E0/2N — eB0/2N o= (En+1-&n) (3.21)

Um den Erwartungswert der Zeitableitung zu berechnen, setzt man zweckméafig

1 N

_— O 22
ihn:1ﬂq (3.22)

1 N
B::— nPn y =
m;” ¢
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Dann ist

1 N

=
und es folgt

A= BA+ AC - 1A0,[B,C] . (3.24)
Da C' linear in g, ist, erhélt man (0]C|0) = 0 und somit mit (3.11), (3.22) und (3.23)
1 & .
n=1

Mit (3.15), (3.21) und (3.25) ergibt sich nun die effektive Lagrangefunktion in den Va-
riablen 7, und &,. Aus ihr folgt die Bewegungsgleichung &, = m,, mit deren Hilfe sich
7, eliminieren 1&48t. Unter Vernachlédssigung einer totalen Zeitableitung folgt schliefllich
die effektive Lagrangefunktion in den Koordinaten &, allein:

N -2
Less = Z <§_" _ p—d+Eo/2N (e—(5n+1—5n) _ 1)) _ (3.26)

n=1 2

3.5 Deutung

Die effektive Lagrangefunktion ist wiederum die Lagrangefunktion einer Todakette. Sie
unterscheidet sich von der Lagrangefunktion des zu (3.13) gehorigen klassischen Systems
nur durch den Faktor exp(Ey/2N) vor der potentiellen Energie. Dieser Faktor enthalt
folglich alle Quantenkorrekturen. Mit Blick auf Gleichung (3.12) sieht man, daf die Kor-
rekturen fiir A — 0+ verschwinden. Diese Tatsache rechtfertigt den Gebrauch kohérenter
Zusténde als Testfunktionen.

Die Konstanten in (3.26) wurden so gewihlt, dafl die potentielle Energie der ruhen-
den Kette verschwindet. Deshalb ist der thermodynamische Limes N — oo sinnvoll.
Man erhélt die unendlich ausgedehnte Todakette und als eine spezielle Losung der effek-
tiven Bewegungsgleichungen das wohlbekannte Todasoliton. Im Vergleich zur klassischen
Solitonlosung mit denselben unrenormierten Parametern ist es verbreitert.

Die physikalische Interpretation der Quantenkorrekturen ist einfach: Die Nullpunkt-
fluktuationen der Teilchen verursachen einen Quantendruck, der gerade so stark ist, als
wére die entsprechende klassische Kette um ein Stiick Ey/2N pro Gitterkonstante kom-
primiert. Analog zum klassischen Fall wird hier unter dem Druck der Erwartungswert
der Kraft auf eine Feder verstanden (vgl. Kapitel 2.3).

p = {0l = V(gus1 — @ + d)[0) = (0f(e=*" @170 — 1)|0)

— (Ofe~Fre5n|0)ed-Bo/2N | = e=d-Eo/2N _ 1 (3.27)

Ohne duBleren Druck stellt sich also die Gitterkonstante

d=Ey/2N =% n/x (3.28)
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ein. Dieses Ergebnis stimmt in erster Ordnung in A mit dem in Kapitel 2.9 erzielten
iiberein.

AufschluB iiber die Giite des Variationsansatzes gibt die Diskussion der Dispersions-
kurven F = E(p) des Solitons in Kapitel 2.9. Es zeigt sich, daf§ die Dispersionskurven
aus dem Variationsverfahren eine deutlich schlechtere Naherung bieten als die aus dem
im vorangegangenen Kapitel diskutierten semiklassischen Verfahren. Im voll quanten-
mechanischen Bereich, i = 1, ist fiir feste Lénge, d = 0, die klassische Dispersionskurve
néher an der aus dem Betheansatz als diejenige, die aus dem Variationsverfahren folgt.
Fiir kleine i werden alle drei Kurven ununterscheidbar. Im Fall verschwindenden Drucks
stimmen klassische und Variationsansatzkurve iiberein .

Die Tatsache, dafl das effektive Potential in (3.26) wieder das Todapotential ist,
ist nicht trivial. Der Fall beliebiger Néchster-Nachbar-Wechselwirkung ist im néchsten
Unterabschnitt behandelt. Es zeigt sich, dafl sich die Form des Potentials im allgemeinen
andert.

Es bleibt zu bemerken, daf die effektive Lagrangefunktion (3.26) schon von Dancz
und Rice [14] hergeleitet wurde. Thr Zugang, der von den Heisenbergschen Bewegungs-
gleichungen ausgeht, ist jedoch ungleich umsténdlicher.

3.6 Effektives Potential fiir beliebige Nichste-Nachbar-Wech-
selwirkung

Um das effektive Potential fiir beliebige Néchste-Nachbar-Wechselwirkung zu bestim-
men, wird zunédchst der Erwartungswert eines Monoms in den relativen Auslenkungen
einer Feder im kohérenten Zustand |3) berechnet. Mit (3.14) ergibt sich

<ﬁ|(Qn+1 - Qn)m|ﬁ> = <O|(Qn+1 —qn + €n+1 - gn)m|0>

m ' - (3.29)
= 3 (") Olanes = ) 10) 6o — )"
j=0 \J
Zu berechnen bleibt der Erwartungswert
(0/(qns1 — q,)°|0) = Z Qpy + o (0| By - .. By, |0) (3.30)

mit By, := by, +b7; und oy, geméB (3.17). Da fiir ungerades j das Produkt der Operato-
ren auf der rechten Seite von (3.30) eine Summe aus Produkten einer ungeraden Anzahl
von Erzeugern und Vernichtern ist, verschwindet (0| By, - . . .- By, |0) fiir ungerades j. Fiir
gerades j = 2[ folgt mit Hilfe des Wickschen Theorems

1
<0‘Bk1 et Bkzz|0> =S Z <0‘BkP1BkP2‘O> et <0‘BkP(2l—1)BkP2l‘O> : (331>

i
20 2=,

"Es sei daran erinnert, dafl der Solitonimpuls in dieser Arbeit in Einheiten von reziproken Gitter-
konstanten gemessen wird.
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Die Summation auf der rechten Seite erstreckt sich iiber alle Permutationen der 2! In-
dizes. Nun ist

<0‘BkP(2i—1)BkP2i|0> = 51613(21'71)7—161321' (332>

und damit

<O|(qn+1 - qn)2l|0> = 2ll Z Z (077 R ak2l(5kpl7_kp2 . 5kP(2L71)7—kP21
- S (S ) 2M)(Eo/2N) 1 (3.33)

Mit dieser Gleichung folgt aus (3.29) fiir ein Potential V (z) = 2™:

Vers(x) = [ZZ/:} (g;) (22lll), (Eo/N)la™ ™ = (—i\/M)mHem (ix\/W) . (3.34)

Dabei ist He,, das m-te Hermite-Polynom [1]. Unter Verwendung zweier weiterer For-
meln fiir Hermite-Polynome [1],

Hen(z) = 27™%H, (z/V?2) (3.35)
H,(x) = 6965;“ /Ooodye_y2ymcos(2xy—m7r/2) : (3.36)

erhalt man

(—i\/m>m Hep, (m\/W) =

e~N@=w /2B (3.37)

1 o0 m
[
27TEO/N -

Und damit fiir jedes Potential, das sich gleichméfig durch Polynome approximieren 1483t,

| dyvigyeNevrieEe (3.38)

1
Verp(z) = BN -

Man erhélt das effektive Potential im allgemeinen Fall also durch Faltung des nackten
Potentials mit einer Gaufifunktion. Dabei &dndert sich im allgemeinen dessen Form. Das
Todapotential und das harmonische Potential bilden hier Ausnahmen. Mit Hilfe der
Gleichung (3.38) reproduziert man ohne Miihe das Ergebnis (3.21) fiir das Todapoten-
tial (vgl. [14]). Im klassischen Limes geht der Kern der Faltung in (3.38) gegen eine
Deltafunktion und das effektive Potential gegen das nackte.
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4 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zwei unterschiedliche semiklassische Naherungsverfahren auf die
Todakette angewendet.

In Kapitel 2 wurden semiklassische Quantisierungsformeln diskutiert, die aus der
semiklassischen Spurformel fiir den Propagator folgen. In diesem Formalismus liefert je-
de Familie klassisch periodischer Bahnen ein komplettes Spektrum. Komplett ist es in
dem Sinne, dafl die Quantisierungsbedingungen fiir jede Familie im harmonischen Limes
das komplette Spektrum der harmonischen Kette geben. Jenseits des harmonischen Li-
mes, in Ordnung /*, stimmen diese Spektren jedoch nicht mehr iiberein, so daf jedem
exakten Energieniveau nicht ein semiklassisches entspricht, sondern ein ganzes Cluster.
Auflerdem wird die Entartung der exakten Energieniveaus aufgehoben. Die semiklas-
sischen Quantisierungsformeln aus Kapitel 2.1 brechen die diskreten Symmetrien der
Todakette. Hier begegnet man einer Schwierigkeit, auf die wiederholt von Berry hinge-
wiesen wurde [7, 8, 46]. Man kann im allgemeinen nicht davon ausgehen, dafl jeder Pol
in einem Summanden einer Spurformel, der von einer bestimmten Familie periodischer
Bahnen herriihrt, auch ein Pol der Summe ist. Bestimmte Familien periodischer Bahnen
entsprechen nicht unbedingt bestimmten Teilen des Spektrums. Vielmehr tragen Famili-
en verschiedener Topologie auf komplizierte Weise kollektiv zum Spektrum bei [46]. Um
so erstaunlicher ist es, dafl man im Solitonlimes aus dem Beitrag einer einzigen Familie
eine semiklassische Dispersionsrelation des Solitons gewinnt, die in sehr guter Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen des Betheansatzes ist. Die Frage, warum das so ist,
konnte nicht beantwortet werden und bleibt von Interesse fiir weitere Forschungen. Wie
héufig, ist es vermutlich der thermodynamische Limes, der die Struktur des Problems
vereinfacht.

Eine Moglichkeit, bessere Ergebnisse fiir die Spektren der N-Teilchen-Ketten zu er-
zielen, ist die Auswertung der vollen Formel (2.17). Dazu hat man jedoch Wirkung,
Energie und Stabilitdtsexponenten fiir hohere cnoidal-wave-Losungen zu berechnen. Al-
ler Voraussicht nach sind die technischen Schwierigkeiten dabei mindestens so grofi wie
bei einer direkten Auswertung der EBK-Bedingungen.

Bei der Berechnung der klassischen Eingangsdaten fiir die semiklassische Quantisie-
rung wurde eine Reihe neuer Ergebnisse erzielt, die von grundsétzlicher Bedeutung fiir
das Modell sind. Dazu gehdren die einheitliche Behandlung der Randbedingungen mit
Hilfe der Skalensymmetrie in den Kapiteln 2.2 bis 2.4, die neuen und einfacheren Formeln
fiir die Dispersion der 1-cnoidal-wave-Losung in Kapitel 2.4, sowie die vollstéandige Be-
handlung des linearen Stabilitédtsproblems der 1-cnoidal-wave-Losung und des Solitons
in den Kapiteln 2.5 und 2.8.

Der Wert dieser Arbeit liegt nicht zuletzt darin, dafl verschiedene Fehler in dlteren
Arbeiten aufgedeckt und korrigiert wurden. Das betrifft einerseits die Arbeit [67], die
bis in jiingste Zeit immer wieder zitiert wurde. Eine systematische Kritik dieser Arbeit,
die die Fehler bei der Berechnung der klassischen Eingangsdaten fiir die semiklassischen
Quantisierungsbedingungen aufdeckt, durchzieht die Kapitel 2.2 bis 2.5. Die Fehler in
der grundlegenden Arbeit [16] auf der anderen Seite sind ausfiihrlich im Anhang C dis-
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kutiert. Dort ist eine vollsténdige, saubere und neue Herleitung der Spurformel fiir den
semiklassischen Propagator eines in Zeit und Ort translationsinvarianten, eindimensio-
nalen Systems angegeben, in die, im Gegensatz zu anderen aus der Literatur bekannten
Formeln, Stabilitdtsexponenten als wesentliche Eingangsdaten eingehen. Ein Nebener-
gebnis, das in diesem Zusammenhang erzielt wurde und das dem Autor dieser Arbeit
besondere Freude gemacht hat, ist die einfache Herleitung des Noethertheorems fiir die
klassische Punktmechanik im Rahmen der Hamilton-Jacobi-Theorie in Anhang C.3.

In Kapitel 3 wurde gezeigt, wie ein einfacher zeitabhéngiger Variationsansatz auf das
intuitiv zufriedenstellende Bild eines ,,Quantensolitons“ als dynamisches Objekt fiihrt.
Der Variationsansatz beschreibt das Modell vermittels der Dynamik eines effektiven
klassischen Modells. Im Falle der Todakette stimmen urspriingliches und effektives Mo-
dell bis auf eine Renormierung der Parameter {iberein. Diese Eigenschaft zeichnet die
Todakette vor anderen néchst-Nachbar-wechselwirkenden Modellen fiir eindimensionale,
anharmonische Gitterschwingungen aus.
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Anhang A: Einheiten und Skalierung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden durchweg dimensionslose Einheiten verwen-
det. Mit Blick auf eventuelle Anwendungen oder Vergleiche mit anderen Arbeiten seien
an dieser Stelle kurz zwei dimensionsbehaftete Parametrisierungen des Todapotentials
beschrieben:

(i) Die folgende Wahl der Parameter [58] orientiert sich am harmonischen Limes,

Vi) = T (e ) 1) (A1)
= mTWQ(:c—zY—Vm”z(x—l)ﬂ--- : (A.2)

~ bestimmt den Grad der Anharmonizitét des Potentials. Im Grenzfall v — 0 geht
V' (x) gegen das Potential des harmonischen Oszillators mit Masse m und Frequenz
w. Im stark anharmonischen Grenzfall v — oo geht V (z) gegen das Potential harter
Stéabe der Lange (.

(ii) Weit verbreitet ist die urspriinglich von Toda angegebene Form der Parametri-
sierung [74]

V(z) =a (e_b(x_l) +b(x—1)— 1) . (A.3)

Hier ist b der Anharmonizitdtsparameter und a die Stérke des Potentials.

Der Vergleich von (i) und (ii) liefert

2
b=~y , =" o u}zb,/g : (A.4)
m

Mit zyy1 =21+ Nl +d) und 7, := x,41 — x, lautet die Hamiltonfunktion fiir das
quasiperiodische System mit der Parametrisierung (i)

2
_mw? z:: {m2w2 an e 7D 4y(r, — 1) — 1} . (A.5)
Die Hamiltonfunktion wird dimensionslos, wenn man Lénge, Impuls und Energie mit
den Parametern 1/v, mw/vy und mw?/4? skaliert, die ein modellgemiifies Einheitensy-
stem bilden. Die drei mechanischen Basisgrofien Zeit, Lange und Masse sind in diesem
Einheitensystem durch Léange, Impuls und Energie ersetzt, aus denen sich die Einheiten
beliebiger mechanischer Groflen ableiten lassen, z. B.:

[t] _ [p] [l] _ mw /mw2 :% . (A6)

[E] v/
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Insbesondere ist die Einheit der Wirkung in dem oben angegebenen System
[ST=[Elt] = — - (A7)

h bezogen auf diese Einheit ist ein dimensionsloser Parameter. h < 1 bedeutet in SI-
Einheiten 1/C := hy?/mw < 1. Deshalb sind fiir die Todakette harmonischer und
klassischer Limes dquivalent. In [58] wird statt des dimensionslosen Wirkungsquantums
I die dimensionslose Kopplungskonstante C' verwendet. Bei Vergleichen ist 1/C durch
h zu ersetzen.

Die Hamiltonfunktion enthélt auflerdem die dimensionslosen Léngenparameter ~l
und vd. y(l 4+ d) ist die dimensionlose Gitterkonstante, 2w /v(l + d) entsprechend die
dimensionslose Gitterkonstante des reziproken Gitters.

Anhang B: Klassische Losung des quasiperiodischen
N-Teilchenproblems

Die Integration des quasiperiodischen N-Teilchenproblems fiir die Todakette 1&3t sich in
drei elementaren Schritten vollziehen.

Der erste besteht in der Konstruktion von N unabhéngigen Poisson-kommutieren-
den Bewegungsintegralen I,,. Die Bewegungsintegrale wurden zeitgleich von Hénon [38],
Flaschka [25] und Manakov [53] gefunden. Daf sie Poisson-kommutieren, wurde von
Manakov [53] gezeigt. Flaschka und Manakov bedienten sich zur Konstruktion der Be-
wegungsintegrale des Lax-Formalismus. Alternativ kann man die Aquivalenz der Bewe-
gungsgleichungen zu einer ,,zero curvature condition* benutzen [69, 23|. Dieser Weg und
die damit zusammenhéngende r-Matrix-Methode sind unten skizziert. Er bietet im we-
sentlichen zwei Vorteile. Zum einen ist ein Teil der Rechnungen nahezu direkt auf den
analogen Quantenformalismus [29, 69, 63] iibertragbar, zum andern ist er physikalisch
durchsichtig, da direkt mit Poissonklammern gerechnet wird.

Der zweite Schritt besteht in einer kanonischen Transformation auf neue Variable
i, v;. Sie wurde von Kac und van Moerbeke [43, 44, 75] und wenig spéter von Flasch-
ka und McLaughlin [27] gefunden und fithrt auf eine Form der Bewegungsgleichungen,
die im Rahmen der klassischen Theorie hyperelliptischer Integrale 16sbar sind. Der Dar-
stellung Sklyanins folgend, wird unten die kanonische Transformation von Kac und van
Moerbeke im Vokabular des r-Matrix-Formalismus beschrieben.

Der dritte Schritt zur Losung des quasiperiodischen Problems besteht in der Integra-
tion der Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen und der Riicktransformation auf
die urspriinglichen Variablen. Er wurde von Date und Tanaka [17, 18] sowie Krichever
[48] durchgefiihrt. Einen exzellenten Uberblick iiber die erforderlichen Methoden bietet
der Artikel [20] von Dubrovin. Im Abschnitt B.3 ist dieser Teilaspekt des Problems in
einiger Ausfiihrlichkeit dargestellt.
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B.1 Spektralproblem, r-Matrix und Bewegungsintegrale

Die Hamiltonfunktion des quasiperiodischen N-Teilchenproblems lautet

N 2
H = Zl {% -+ 6_(qn+1_Qn) — 1} , qN+1 = Q1 —+ Al . (B.l)

Al ist der dulere Lingenparameter des Systems, p,,, ¢, sind kanonisch konjugierte Va-
riable:

{pmapn} = {Qma Qn} =0 ) {pm> Qn} = 5mn , Mm,n = 1> sy N . (BQ)

Somit lauten die Bewegungsgleichungen

pn — 6_(‘17L_Qn71) _ 6_(‘1n+1_Qn) . (B4)
Sie sind dquivalent zur folgenden ,,zero curvature condition*
Oy Ly (A) + Ly (M) V(X)) = Vg1 (M) Ly (A) =0 (B.5)

fiir die Matrizen

Lo(t,)) = ( A=pa e ) V(b A) = ( 0 ) . (B.6)

eqn 0 _e(Infl )\

A ist hier ein freier Parameter, der Spektralparameter heifit. Gleichung (B.5) impliziert,
daB die beiden linearen Hilfsprobleme

wn-i-l = Ln()\)@bn s (B7)
Oph, = Vn()‘)wn (B’8>

fiir ¢, = (ﬁb) gleichzeitig fiir beliebige Anfangsbedingungen lésbar sind. Die Quasiperi-
odizitat der g, tibertrigt sich auf die Matrizen L, (\). Es sei

Q(Al) := exp(—Alo,/2) . (B.9)

Dann gilt
Lya(A) = QANLI(NQ™H(A]) . (B.10)
Definiere ferner die Matrizen T, () als geordnete Produkte der Matrizen L, (\):

To(A) i= Lo(\) Ly (A) - - L)Ly () -+ Lpsa(A) . n=1,...,N. (B.11)



52

Die Matrix

_ (AN B(Y)
Tn(\) = (cu) D(M) (B.12)

heifit Monodromiematrix. Gleichung (B.6) entnimmt man, dafl det(L,(\)) = 1 fir n =
1,..., N. Daraus ergibt sich, daf§ auch die Monodromiematrix unimodular ist,

det(Tn(N\)) = A(N)D(A) — B(N)C(A) =1 . (B.13)
AuBler der Monodromiematrix selbst wird ihre gewichtete Spur benétigt:
t(A, Al = tr(Q(ADTN(N) = e 22A(N) + e22D(N) . (B.14)

Zur Abkiirzung sei im folgenden T'(A) := Ty (), t(A\) := (A, 0). Die Existenz N Poisson-
kommutierender Bewegungsintegrale I,, ergibt sich aus der Tatsache, daf§ sich die Pois-
sonklammern zwischen den Matrixelementen der Matrizen L,(A) in folgender Form
schreiben lassen:

{Limn(N) D L ()} = [r(X 1) s Ln(X) © L ()]0 - (B.15)

Y

Die eckigen Klammern auf der rechten Seite bezeichnen den gewdhnlichen Kommutator
zwischen Matrizen. Die Tensorschreibweise ist in Anhang E erklart. Die Matrix

r(A, p) = py— (B.16)

heiit r-Matrix. P ist der durch

P& =(@n) (B.17)

definierte Permutationsoperator. Die fundamentalen Poissonklammern (B.15) fiir die
Matrizen L, (\) implizieren unmittelbar dieselbe Relation fiir die Monodromiematrix,

{TNST ()} =[r(Ap), TN @ T(W)] (B.18)
Aus dieser Poissonklammerbeziehung fiir die Monodromiematrix und aus der Tatsache,
daB

[r(A\ 1), QAL ® Q(AD] =0, (B.19)

folgt, dafl t(\, Al) fiir zwei beliebige Werte A, i des Spektralparameters mit sich selbst
Poisson-kommutiert,

[t AD, Hu, ADY =0 (B.20)
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t(A, Al) ist ein Polynom vom Grade N. Die Asymptotik fiir grofie A ist evident aus den
Definitionen (B.6), (B.11), (B.14). t(A, Al) ist von der Form

N
t(\, Al) = e 21/2 <>\N +3 InAN‘"> : (B.21)

n=1

Die Koeffizienten des Polynoms héingen von den dynamischen Variablen p,,, ¢, und von
Al ab und sind Polynome in den Gréflen p,,, e¥4". Da (B.20) fiir beliebige A, u gilt, folgt

(I, [}=0 , nom=1,...,N . (B.22)

Direktes Nachrechnen ergibt fiir die ersten beiden Koeffizienten

N
L = =Y p.=-P (B.23)
n=1
N-1
[2 = Z pmpn _ Z 6_(‘1n+1_Qn) _ 6—(q1+Al_qN)
1<n,m<N n—1
N
S X eyt (B.24)
1<n,m<N n=1

Durch Vergleich mit (B.1) folgt
Loy
H:§Il—f2—N ) (B.25)

also auch
{H,I,}=0 , n=1,...,.N . (B.26)

Die I,, sind folglich ein Satz von N Poisson-kommutierenden Bewegungsintegralen. Eine
genauere Betrachtung der I, zeigt, daf sie von der Form

Ly = (=1)"Su(p1,-..,pn) + 1, (B.27)

sind. Dabei ist S,, das n-te elementare, symmetrische Polynom in den p, und I/ ein
Polynom in den p, vom Grade nicht gréfler als n — 1. Deshalb sind die I,, fiir grofie
pn paarweise voneinander unabhingig. Weil alle I, Polynome in den p,, und e*? sind,
sind sie unabhéngig im ganzen Phasenraum mit Ausnahme einer Untermannigfaltigkeit
der Dimension kleiner N. Damit ist die Integrabilitdt der quasiperiodischen N-Teilchen-
Todakette im Liouvilleschen Sinn [77, 2] gezeigt.
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B.2 Die kanonische Transformation von Kac und van Moerbe-
ke

In den Rechnungen im vorangegangenen Unterabschnitt wurde der duflere Léngenpara-
meter Al explizit mitgenommen, um die Abhéngigkeit der Bewegungsintegrale I,, von
Al zu bestimmen. Zweck dieses Abschnittes ist es, kanonische Variable zur Integrati-
on der Bewegungsgleichungen bereitzustellen. Aufgrund der Skalensymmetrie (2.32) des
Modells reicht es hier, sich auf den Fall Al = 0 zu beschrénken.

Die Variablen y; von Kac und van Moerbeke sind die Nullstellen des Polynoms C'(p).
C'(p) besitzt N — 1 verschiedene, reelle Nullstellen. Um dies einzusehen, betrachte das
lineare Hilfsproblem (B.7). Eine Losung mit der Eigenschaft

YNy = T(A)% = piy (B-QS)

heifit Floquetlosung von (B.7). Der komplexe Faktor p heifit Floquetfaktor. Aus der
Unimodularitéit von T'(A) folgt, dal p Losung der Gleichung

PP —pt(A\) +1=0 (B.29)
ist. Also ist mit p auch 1/p Floquetfaktor. Es ist

A) £\ /t2(A) — 4
LI GEY B0

und p; = 1/p—. Eine Losung von (B.7) ist periodisch in n mit Periode N, falls p = 1,
antiperiodisch, falls p = —1.

pN) =+l & tA)==£2 . (B.31)

Wie im Falle gewohnlicher Differentialgleichungen ist das 2-d Problem erster Ordnung
dquivalent zu einem 1-d linearen Problem zweiter Ordnung. Um das zu sehen, setze 1?2
in die Gleichung fiir ¢} ein. Dann ergibt sich

U= (A= pa)tpy, — @iyl (B.32)

n—1

Um auf die entsprechende Gleichung von Kac und van Moerbeke zu kommen, die sich
aus dem Lax-Formalismus ergibt, setze

On = eq"/ztb,ll .y = )2y (B.33)
Dann geniigt ¢,, der Gleichung zweiter Ordnung

pPn+1 + bngpn + Ap—1Pn—1 = )\Son . (B34)
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@ ist eine periodische bzw. antiperiodische Losung dieser Gleichung genau dann, wenn )
eine periodische bzw. antiperiodische Losung der Gleichung (B.7) ist, d.h. genau dann,
wenn t(A) = 2. Andererseits ist die Tatsache, dafi ¢ periodische bzw. antiperiodische
Losung der Gleichung (B.34) ist, dquivalent dazu, dafl der Vektor (¢1,...,¢n)T Eigen-
vektor der Matrix

by @ Tan
ai
Ly = - (B.35)
aN—1
+ay an—1 by

ist. Ly ist eine Tridiagonalmatrix mit zwei zusétzlichen Eintrdgen in der rechten oberen
und linken unteren Ecke. Da L, symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte )\3E und folglich
auch alle Nullstellen von #(\) & 2 rell.

Betrachte nun die Nullstellen von C'(A\): C'(A) ist ein Polynom (N — 1)-ten Grades

in A, besitzt also N — 1 Nullstellen p;. Es sei x die durch x; = (é) eindeutig festgelegte
Losung von (B.7), dann folgt:

Cluj)) =0 & xN+1=<A%”)> : (B.36)

d.h. x ist Floquetlosung von (B.7) genau dann, wenn y; Nullstelle von C'(A) ist. Es sei
nun M die (N — 1) x (N — 1)-Tridiagonalmatrix, die aus Ly durch Streichen der letzten
Zeile und der letzten Spalte entsteht. Dann gilt

CAN) =0 < det(M—)\=0 . (B.37)

Die p; sind also identisch mit den Eigenwerten der symmetrischen Matrix M und deshalb
alle reell. In Analogie zur Floquettheorie gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter
Ordnung [11] kann man zeigen [43], daB sich die A7, A, u fiir gerades bzw. ungerades
N so nummerieren lassen, dafl gilt

AN <A < <A <A << A <...< Ay <punv_1 <Ay <Ay, bzw.
A< AT S A5 <A S <A << Ay Savor S Ay < AR
(B.38)
Definiere nun die neuen Variablen
o7 = Alw) . b =Diy) (B.39)
Alle Koeffizienten der Polynome A(X), D(A) sind reell. Da auch die p; reell sind, sind

also die p;-—L reell. Ferner gilt

pror = Aluy)D(py) = det(t(u) = 1 . (B.40)
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p;’ und p; haben also dasselbe Vorzeichen. Mit Hilfe der fundamentalen Poissonklam-
mern (B.18) lassen sich nun leicht die Poissonklammern zwischen den p;’, pr, und gy
berechnen. Dazu werden aus den Gleichungen (B.18) die folgenden benétigt [69]:

{A(p), AN} = 0, (B.41)
{C(w),CN} = 0, (B.42)
{D(w), DN} = 0 (B.43)
_ C(p)AQ) — A(p)C(A)
{C(p), AN} = T : (B.44)
{C(n), DN} = —C(M)D(Ali:f(mcm : (B.45)
Aus diesen Gleichungen folgt beispielsweise

0 = {u, Clun)} = {1, CM o, + C () g i} (B.46)

0 = {C(Nj)vc()‘)}|>\:uk:{C(N)vc()‘)ﬂtzi“"c/(ﬂj) {1, C)
= C'({r, CNHas,, (B.47)

Da auflerdem C'(11;) # 0, = {u;, stx} = 0. Analog berechnet man die anderen Poisson-
klammern. Es ergibt sich

{wjmy = {p7 0t =0, (B.48)
{wi kY = £p0m (B.49)

Die zweite dieser Gleichungen macht es moglich, zu den y1; kanonisch konjugierte Impulse
v; einzufiihren,

vii=In(|p;]) . (B.50)

Die p;, v bilden einen Satz von 2N — 2 kanonisch konjugierten Variablen,

Dieser Satz wird vervollstindigt durch Hinzunahme der Variablen @) := ¢y und P. Unter
Verwendung der Asymptotik

C\) = AV oW (B.52)
AN = AV =PV 0N (B.53)
D(\) = O\V7?) | (B.54)
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sowie der Formeln (B.41), (B.44) folgt miihelos, dafl

QY = {v;,Q} ={u;, P} ={v;, P} =0 (B.55)
{pQ} =1 . (B.56)

Kac und van Moerbeke [43] zeigen, daf sich die urspriinglichen Variablen und damit alle
dynamischen Groflen durch p;, v, P, () ausdriicken lassen.

Es ist nun ein Leichtes, die Elemente der Monodromiematrix und damit auch die
Erhaltungsgrofien I, ..., Iy durch die neuen Variablen auszudriicken. Dazu reicht die
Kenntnis der Asymptotik (B.52) - (B.54), sowie der N —1 Nullstellen im Falle von C' bzw.
von N — 1 Werten an den Stellen p; im Falle von A und D. Definiere m(\) := e=?C/()),
m/(A) := dym(A). Mit Hilfe von Lagrangeinterpolation erhélt man

c) = eQm()\):eQAtl()\— 0 (B.57)
AN = ()\—P+ '__1 uj) m(\) + .__1 5 L~ J;L :';52,)%) , (B.58)
D) = ]f_l pymA - (B.59)

Der entsprechende Ausdruck fiir B(A) wird nicht weiter bendtigt. B(\) folgt beispiels-
weise aus der Unimodularitét von T'(A). Aus (B.58) und (B.59) ergibt sich durch Ver-
gleich mit (B.21), (B.25) die Hamiltonfunktion in den neuen Variablen [27]:

N-—1 N-—1 ) QCh(l/-)
H+N=P)2=PY i+ Y jupy+ > (-1 =21 (B.60)
j=1 1<i<j<N-1 j=1 m' (k)

Unter Ausnutzung des Residuensatzes zeigt man die Identitét

NoloN
Yoo =y, —~ (B.61)
1<i<j<N-—1 ’ j=1 m’(f1;)

L&Bt man nun noch die Teilchenzahl N auf der linken Seite von (B.60) weg, die keinerlei
dynamische Bedeutung hat, und begibt sich ins Schwerpunktsystem, P = 0, so ergibt
sich mit (B.61) (bis auf Vorzeichen) die von van Moerbeke [75] angegebene Form der
Hamiltonfunktion

(B.62)
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Fiir 41, folgt daraus die Bewegungsgleichung

+,/t2(u;) — 4
ﬂj:# , j=1...,N—1 . (B.63)
m'(p;)
Die Gleichung fiir v; ist komplizierter. Da die v; in (B.63) jedoch nicht mehr vorkommen,
wird diese Gleichung nicht benotigt. Fiir gegebene )\j, Ay, ist (B.63) ein System von N —1
Gleichungen in N — 1 Unbekannten p;.

B.3 Algebraisch-geometrische Integration

Angenommen man hitte die Bewegungsgleichungen (B.63) gelost. Dann stiinde man vor
dem Problem, auf die urspriinglichen dynamischen Variablen p,,, ¢, zuriickzutransfor-
mieren. In Anlehnung an die Losung der Korteweg-de-Vries-Gleichung unter periodischen
Randbedingungen durch Novikov [60], Dubrovin [19] und Its und Matveev [42] gehen
Date und Tanaka [17, 18] deshalb anders vor. Sie 16sen das Problem der Integration und
das der Riicktransformation gleichzeitig. Der erste Schritt auf dem Weg dorthin besteht
in der Beobachtung, daf3 die kanonische Transformation von Kac und van Moerbeke
asymmetrisch ist und im Versuch diese Asymmetrie aufzuheben.

Im vorangegangenen Abschnitt war die Variable ¢y ausgezeichnet. Thre Sonderrolle
148t sich ebensogut einer beliebigen anderen Ortsvariablen g, zuordnen, indem man statt
des linearen Hilfsproblems (B.7) das entsprechend verschobene Problem

V1 = Lnpr(N)e (B.64)

betrachtet. Formal stimmt (B.64) mit (B.7) {iberein. Alle Aussagen iiber (B.7) gelten
auch fiir (B.64), wenn man die entsprechenden Umnummerierungen vornimmt, d. h. im
wesentlichen, wenn man den Index N im vorangegangenen Abschnitt durch n ersetzt.
Die Monodromiematrix des linearen Hilfsproblems (B.64) ist die Matrix 7,,(A) aus Glei-
chung (B.11). Ihre Elemente seien mit A, (\), ..., D,(\) bezeichnet. Wie oben impliziert
det(L,(N)) =1, daf3 det(7},(A\)) = 1. Wegen der Invarianz der Spur eines Produktes von
Matrizen unter zyklischen Vertauschungen gilt ferner

tr(T,(N) = tr(T’(N)) =t(A) = A, (A) + D, (N) . (B.65)

Floquetlosungen sind definiert durch
TN = pihr (B.66)
Wie im Falle n = N erhilt man periodische (p = 1) bzw. antiperiodische (p = —1)

Losungen genau dann, wenn t(\) = £+2. Die Floquetfaktoren pi sind wiederum durch
(B.30) gegeben. (B.64) ist dquivalent zu einem 1-d linearen Hilfsproblem, das aus (B.34)
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durch die Ersetzungen a; — a,4x, by — bnir entsteht. >\;-t ist Losung von t(\) = £2
genau dann, wenn )\jF Eigenwert der Matrix

bn—l—l Qn41 :l:a”
Ap+1
Li(n) = K (B.67)
Gp—1
:l:CLn Qp—1 bn

ist. M(n) bezeichne die Matrix, die aus L (n) durch Streichen der letzten Zeile und der
letzten Spalte entsteht. Mit y;(n) seien die N — 1 Nullstellen von C,(\) bezeichnet. In
Analogie zu (B.37) gilt

Co\) =0 < det(M(n)—\) =0 . (B.68)

Auch die pj(n) sind also alle reell. Wie die p; sind sie gemé8 (B.38) auf der reellen Achse
angeordnet.

Entscheidend ist nun, daf die Spur einer rellen symmetrischen Matrix invariant unter
orthogonalen Transformationen ist. Deshalb gilt

N N N
Yo=Y b;=> pin)=P—p, |, (B.69)
I I i=1

oder im Schwerpunktsystem
N
pn=—>_ni(n) . (B.70)
j=1

Es ist daher sinnvoll direkt nach einem Ausdruck fiir die Bewegung der Summen der
pj(n) zu suchen.

Fiir das Folgende sind Grundkenntnisse iiber hyperelliptische Riemannfiichen erfor-
derlich. Die unten aufgelisteten Fakten sind dem Artikel [20] von Dubrovin und dem
Buch [68] von Siegel entnommen.

Zunéchst erweist sich ein Wechsel der Notation als sinnvoll. Die )\Jj-E seien zusammen-
fassend als \; bezeichnet. Die \; sind dann die Nullstellen des Polynoms t*(\) — 4. Die
einfachen Nullstellen seien der Grofie nach durchnummeriert. Thre Anzahl ist gerade und
sei mit 2g 4+ 2 bezeichnet.

)\1 < )\2 < ... < )\29+2 . (B?l)

Entsprechend seien die doppelten Nullstellen Ag;—1 = Agj, (j = ¢ + 2,...,N) umnum-
meriert. Fiir die p;(n) gelte

)\2j§:uj(n)§)\2j+l ) j:]-a"'aga

. (B.72)
pi(n) =Xy =AXojr1 , j=g+1,...,N.
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Diese Umnummerierung ist zweifach motiviert. Zum einen braucht man so nicht mehr
zwischen gerader und ungerader Teilchenzahl zu unterscheiden, zum anderen tragen nur
die p1;(n), die zwischen zwei einfachen Nullstellen von t*(\) —4 liegen, zur Dynamik bei.
Denn angenommen, fiir ein festes k gelte i = Ao = Agg11. Dann verschwindet fiir j = £
die rechte Seite von (B.63). Fiir j # k kiirzt sich der Faktor (A — 13)? unter der Wurzel
(eventuell bis auf das Vorzeichen) gegen den Faktor A — i, in m/(p;). Die Dimension des
Gleichungssystems (B.63) wird dadurch um Eins reduziert. Fiir den Spezialfall g = 1
in (B.72) beispielsweise reduziert sich das System der Bewegungsgleichungen (B.63) auf
eine einzige,

= £/ (= ) (1= o) = o) = M) (B.73)
die auf ein elliptisches Integral fithrt. Setze
Ri(A) = A =A)A =)A= A3)(A—=Ag) . (B.74)
Dann folgt
dt = B ()dpn (B.75)

und die Gleichung (B.73) 148t sich auf der Riemannfliiche der elliptischen Kurve p? =
Ry ()) integrieren. Es ergibt sich ¢ als Funktion von uy, und die Umkehrfunktion g (%)
1aBt sich durch Jacobielliptische Funktionen ausdriicken.
Eine Verallgemeinerung auf ¢ > 1 macht die Einfiihrung der Riemannfliche R der
hyperelliptischen Kurve
2g+2

i = By = T (A=) (B.76)
j=1
erforderlich. Sie 148t sich realisieren durch Ubereinanderlegen zweier lings der Intervalle
(Agj—1,A25), 7 =1,..., g+1, aufgeschnittener Kopien der komplexen Ebene, die lings der
Schnitte kreuzweise verbunden werden. Topologisch ist diese Riemannfliche eine Kugel
mit g Henkeln. Es sei nun ein kanonisches System geschlossener Wege o, 5,7 =1,..., 9,
wie folgt konstruiert: a; sei der Weg, der auf dem oberen Blatt der Riemannfléche von
Ag; nach Agjiq lauft und auf dem unteren Blatt zuriick von Agji; nach Ag;. 5; sei ein
geschlossener Weg, der den Schnitt (Agji1, A2j42), 7 = 1,...,¢ auf dem oberen Blatt
umrundet. Das obere Blatt sei dasjenige, fiir das R;/ 2(X) auf (Agy19,00) positiv ist. Zu
einem gegebenen Punkt A\ auf dem oberen Blatt sei seine Projektion auf das untere Blatt
mit A\ bezeichnet.
Im folgenden werden einige Sétze und Begriffsbildungen im Zusammenhang mit der
Riemannfliche R benétigt:

(i) Ein Differential w heifit Abelsches oder auch holomorphes Differential, falls es in
einer Umgebung jedes Punktes auf der Riemannfliche R in der Form

w= F(\)d\ (B.77)

mit einer Funktion f(\), die analytisch in ihrem lokalen Parameter A ist, dargestellt
werden kann.
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(ii) Die holomorphen Differentiale auf R bilden einen g-dimensionalen Vektorraum.
(iii) Die g Differentiale
ny=NTRJPNAA L j=1,...,9, (B.78)

sind linear unabhéngig, bilden also eine Basis des Vektorraums der holomorphen
Differentiale auf R.

(iv) Aus den Differentialen n; 148t sich eine neue Basis

g
W =Y ik (B.79)
k=1
konstruieren, die folgende Normierungsbedingung erfiillt:
]{ Wi =0 . (B.80)
ag
(v) Konstruiere ferner die Matrix der [-Perioden
Bk

Dann ist B eine Riemannmatrix (zur Definition s. Anhang D).

(vi) Es seien M, N € CY. Dann ist die Menge
J(R) := CY/{N + BM} (B.82)

ein 2¢ dimensionaler (reeller) Torus, der Jacobivarietét der Riemannschen Fliche
R heiBt (s. Lemma D.1).

Entscheidend fiir die explizite Integration der Todabewegungsgleichungen ist nun die
Tatsache, daf§ die p; und die pj(n) nicht unabhéngig voneinander sind. Es 148t sich eine
meromorphe Funktion auf R konstruieren, deren Pole die ;; und deren Nullstellen die
j(n) sind. Nullstellen und Pole einer meromorphen Funktion auf einer Riemannfliche
sind durch den Satz von Abel (s.u.) miteinander verkniipft. Betrachte die speziellen,

durch
p£—D
Yf = (f (B.83)

gegebenen Floquetlosungen des lineraren Hilfsproblems (B.7). Es ist
1= L) . Li\vE (B.84)

T V05, = L) ... LLOVTONOE = patiy, (B.85)
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Die letzte Zeile besagt, dafl ¢ki+1 Losung des verschobenen linearen Hilfsproblems (B.64)
ist. Setze

£ = (I’il) LoV .. L) = (O‘" ?:) . (B.86)

yr:t:-i-l Tn
Dann ist
w(pe — D
yh, = W=D o (B.87)
C
_ Tn t2()‘) —4
Vi =t = (B.55)
Eine kurze direkte Rechnung zeigt, dafl
G
Yni1Yns1 = T0) (B.89)

und daB ¥, und y,; fiir A\ — oo die Asymptotik

Y, = el TINNT L O\ (B.90)
Ys1 = A"HONTYH ) on=1,...,N -1, (B.91)

aufweisen. Aus den letzten drei Gleichungen folgern Date und Tanaka [17, 18], daB
man ;7 ; und y,,, als die beiden Zweige einer auf der Riemannfliche R meromorphen
Funktion yi11(\) auffassen kann, die an den Stellen A = u;, j = 1,..., g, einfache Pole
und an den Stellen A = p;(n) einfache Nullstellen besitzt. Hinzu kommen ein n-facher
Pol bei A = oo auf dem oberen Blatt und eine n-fache Nullstelle bei A = oo’ auf dem
unteren Blatt.

Um einen Zusammenhang zwischen den Polen und Nullstellen von ¥,.1 zu erhalten,
definiere die Abelabbildung A : R — J(R) durch

P .
Aj(P):/ Wi, j=1,...,q. (B.92)

Dabei sei P, ein fester Punkt auf der Riemannfliche und der Integrationsweg fiir alle k
derselbe. Wahlt man einen anderen Integrationsweg, so dndert sich der Wert von A(P)
hochstens um Perioden. Deshalb ist die Abbildung A wohldefiniert. Es gelten die beiden
folgenden Satze [20, 68):

(i) Eine meromorphe Funktion auf der hyperelliptischen Fldche R hat genausoviele
Nullstellen P, ..., P, wie Pole @q,...,Q,. Dabei sind die Nullstellen und Pole
entsprechend ihrer Vielfachheit zu zahlen.



63

(ii) (Satz von Abel) Die (nicht notwendig verschiedenen) Punkte P, ..., P,, Q1,...,Qy
sind genau dann die Nullstellen und Pole einer meromorphen Funktion, wenn auf
der Jacobivarietét J(R) gilt

iA zij Q) =0 . (B.93)

7j=1
Das Zeichen ,,=* bedeutet hier Kongruenz modulo Perioden.
Mit w := (wy, . . ., w,) folgt daraus fiir die Nullstellen y;(n) und Pole z1; der meromorphen

Funktion y,,,1())

Sy Gy oISy I

O

D.h. die Punkte p;(n) € R, j =1,...,g, sind eine Losung des Jacobischen Umkehrpro-
blems, das darin besteht, fiir einen gegebenen Punkt ¢ € J(R) g Punkte P,..., P, € R
zu finden so, dafl gilt

AP)=¢ , j=1,....q. (B.95)

Die Gleichung (B.94) ist der Schliissel zur Integration der Bewegungsgleichungen. Denn
auf der einen Seite lassen sich die symmetrischen Polynome in den p;(n), jetzt wieder
aufgefafit als komplexe Zahlen, explizit durch Riemannsche Thetafunktionen mit Ar-
gument ¢ ausdriicken [20], auf der anderen Seite ist die Bewegungsgleichung fiir ¢ als
Funktion der Zeit trivial. Es gilt [17, 18, 20]

: _ ¥ 0(¢(n,t) + m|B)
—j;,uj(n) = c—j;cjgaj In («9(((n—i— 1.1) +71|B)> : (B.96)

In ¢ € Rund 71 € CY sind verschiedene Konstanten zusammengefafit, die sich zwar
explizit angeben lassen, deren genauere Gestalt hier jedoch nicht von Belang ist. Die c;,
sind die Normierungskonstanten aus Gleichung (B.79). Da die Funktion R,()) auf den
a-Zyklen und auf dem Intervall (Ayj42,00) positiv und auf den [-Zyklen negativ ist,
folgt aus (B.79) bis (B.81):

i € R, jk=1,....g (B.97)
RB) = 0 . (B.98)
k= /Oow € RY (modulo Perioden). (B.99)

Die Vektoren v € RY seien durch die Koordinaten v; := ¢, definiert.
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Die Bewegungsgleichung fiir {(n,t) ergibt sich durch Ableiten von (B.94) nach der
Zeit:

Zukzcﬂul "R (i) (B.100)
k=1 =1
Setzt man hier die Bewegungsgleichungen (B.63) fiir die 4, ein, so erhélt man
, g -
G=ED iy — : (B.101)

=1 k=1 (pr)

Mit Hilfe des Residuensatzes zeigt man, dafl fir 1 <[ <g

Z m“’f =0, (B.102)
k=1

Die Komponenten von ¢ gehorchen also der Bewegungsgleichung
(= dcj, = *v; (B.103)

und es folgt
¢((n,t) =C+nktvt . (B.104)
Setze jetzt noch v := (, + 7, und wéhle 0.B.d.A. das Minuszeichen fiir v, dann folgt

O(kn — vt +v|B)
n = ¢+ d;1n B.105
P ! (9(k(n+1) — vt ++|B) (B.105)
Bislang galten die Erorterungen nur fiir n = 1,..., N — 1. Aus Symmetriegriinden gilt

(B.105) jedoch auch fiir n = N. Ferner mufl p,.n = p, gelten. Da aulerdem P = 0
vorausgesetzt war, folgt ¢ = 0. Fiir die Koordinaten ergibt sich endlich

0(kn — vt +v|B) )
O(k(n+1) —vt+~|B)

Gn = nd + In < (B.106)

mit k,v € R, R(B) = 0 und einer zusitzlichen Integrationskonstanten d. Diese Glei-
chung ist der Ausgangspunkt fiir die Rechnungen in Kapitel 2.3.

Anhang C: Semiklassische Formel fiir die Spur des
Propagators

C.1 Semiklassischer Propagator

Es ist naheliegend, sich zur Berechnung einer semiklassischen Néherung fiir die Spur
(2.1) des Propagators

K(g,¢,T) = {qle " T|¢) = 3¢t (¢ )pn(@)e 75T (C.1)
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der hier durch einen vollsténdigen Satz von Eigenfunktionen ¢, zu Energien E, ausge-
driickt ist, zunéchst eine semiklassische Naherung fiir den Propagator selber zu beschaf-
fen. Dies ist vergleichsweise unproblematisch. Ein moglicher Weg dahin, der bereits in
den zwanziger Jahren von van Vleck (zitiert in [6]) beschritten wurde, besteht darin,
direkt von der Schrédingergleichung auszugehen und dabei eine verallgemeinerte Form
des WKB-Ansatzes [50] zu benutzen. Ein anderer moglicher Weg nutzt die Pfadintegral-
darstellung

K(q,¢,T) = /DQ en Sl (C.2)

des Propagators, um eine asymptotische Formel fiir kleine i zu entwickeln. In der Pfa-
dintegraldarstellung (C.2) ist S[Q] das klassische Wirkungsfunktional fiir einen Pfad
Q(t;q,¢',T), der bei ¢ beginnt, bei ¢ endet und in der Zeit T durchlaufen wird. Die
gewihlte Darstellung des Pfades zeigt schon, dafl im folgenden Translationsinvarianz in
der Zeit angenommen wird. Es wird davon ausgegangen, daf§ die Lagrangefunktion L
des Systems nicht explizit zeitabhéngig ist. Somit ist das Wirkungsfunktional von der
Form

siQl = [ dr1(Q.Q) - (€3)

Der Grund dafiir, explizite Zeitabhéngigkeit der Lagrangefunktion auszuschliefen, ist
nicht prinzipieller, sondern praktischer Natur. Die Todakette féllt in diese Kategorie, und
die auftretenden Formeln lassen sich so etwas kompakter schreiben. Aus (C.3) folgt die
klassische Bewegungsgleichung des Systems durch Null-Setzen der Funktionalableitung
nach dem Pfad,
08I0 d oL | 0L _ (C.4)
dQ(t) dtoQ  0Q
Die klassische Bewegungsgleichung ist also gerade die Stationaritétsbedingung fiir die
Phase in (C.2), die fiir kleine & ein schnell variierendes Funktional der Pfade @ ist.
Asymptotisch fiir kleine 7 ist der Propagator deshalb durch das Pfadintegralanalogon
zur SPA gegeben [24, 66]. Man entwickelt um einen klassischen Pfad und nimmt nur die
quadratischen Fluktuationen mit. In der Néhe des klassischen Pfades @) gilt

sl0+8Q) =81+ ot [ar I _romaguy+onn L )
2 Jo 0 IQ()sQ(t) ' ’
Man kann sich zumindest heuristisch davon iiberzeugen, daff die O(A3)-Terme Beitriige
hoherer Ordnung in & zu (C.2) liefern [66]. Vernachlédssigt man diese Terme, so hat
man ein Pfadintegral mit quadratischer Wirkung auszuwerten. Die Methoden dazu sind
vielfiltig [66] und fithren auf die semiklassische Formel

9%S,,
det <0q8q’>

1
2

1

Kle.d\ 1) = (2ih)

exp(i(Sn/h — 6,)) . (C.6)

N
2 n
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Die Wirkung S,, ist in diesem Ausdruck aufzufassen als Funktion von Anfangsort ¢/,
Endort ¢ und Laufzeit 7' des n-ten klassischen Pfades (s.u.). Es wird iiber alle klassi-
schen Pfade summiert, die in der Zeit T von ¢’ nach ¢ fiihren. Die Exponentialfunktion in
(C.6) beschreibt die Moglichkeit quantenmechanischer Interferenzen. Die Determinante
in (C.6) ist bis auf Vorzeichen die Dichte der klassischen Pfade, die von ¢’ ausgehend
nach der Zeit T bei ¢ eintreffen, also die klassische Antwort auf die Frage, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein Teilchen, das mit beliebigem Impuls in der Nihe von ¢’ star-
tet, nach der Zeit T" in der Ndhe von ¢ ankommt. Wegen der Erhaltung der klassischen
Wabhrscheinlichkeit gehorcht die Determinante einer Kontinuitatsgleichung [66]. Der Fak-
tor 6, = v,7/2 ist ein diskreter Phasenfaktor. v,, zahlt die Anzahl der kritischen Punkte
auf dem n-ten klassischen Pfad entsprechend ihrer Vielfachheit. Ein kritischer Punkt ist
ein Punkt, an dem die Dichte der Pfade unendlich wird. Wegen der Kontinuitétsglei-
chung muf§ dann die Dimension des Biindels von Pfaden, das urspriinglich N-dimensional
war, an einem kritischen Punkt reduziert sein. Die Anzahl der Dimensionen, um die das
Biindel reduziert wird, ist die Vielfachheit des kritischen Punktes. Im allgemeinen bilden
die kritischen Punkte Untermannigfaltigkeiten des Konfigurationsraums, die in Analogie
zur geometrischen Optik Kaustiken heiflen. Die kritischen Punkte der eindimensionalen
beschrankten Bewegung im Potential sind die Umkehrpunkte.

Eine instruktive alternative Herleitung der Gleichung (C.6) stammt von Berry und
Mount [6]. Sie zerteilen das Zeitintervall 7" in gleiche Zeitabschnitte und zerlegen den
Propagator in ein ,Faltungsprodukt® von Propagatoren iiber diese kurzen Zeitinterval-
le. Dabei wihlen sie die Zeitintervalle so kurz, dal die Propagatoren durch ihre Kurz-
zeitndherung ersetzt werden konnen. AnschlieBend wird die ,,Faltung® iterativ in SPA
beziiglich kleiner h ausgefiihrt.

C.2 Hamilton-Jacobi-Formalismus

Aus der Lagrangegleichung (C.4) ergeben sich die klassischen Bahnen eindeutig, wenn
man Anfangsbedingungen der Form Q(O) = ¢, Q(0) = ¢ vorgibt. Gibt man hingegen
Anfangs- und Endort ¢, ¢, sowie Flugzeit T' vor, so gibt es im allgemeinen mehrere
Bahnen, die diesen Bedingungen geniigen. Bei festem ¢, ¢ wird die Bahn jedoch dann
eindeutig, wenn man 7' hinreichend kurz wihlt. Die entsprechende Bahn ist dann ein
echtes Minimum des Wirkungsfunktionals (C.3) [66]. Kennt man die Losungen Q™ von
(C.4) fiir gegebenes ¢,q¢' und T, so a8t sich mit Hilfe von (C.3) die Wirkung S als
Funktion dieser Groflen ausdriicken. Wegen der Mehrdeutigkeit der Bahnen ist jedoch
auch S mehrdeutig. Dieser Tatsache wird im folgenden, wo immer eine Unterscheidung
notwendig ist, durch einen Index Rechnung getragen:

Sn(q,qd,T) = S[Q"] . (C.7)
Die zu den Koordinaten (); kanonisch konjugierten Impulse sind

oL

Pj_a—cgj y

(C.8)
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und die Hamiltonfunktion des Systems ist
H(P,Q)=FQ; - L . (C.9)

Dabei sind die Geschwindigkeiten (); mit Hilfe von (C.8) als Funktionen der Impulse P
darstellbar. Durch Differenzieren von (C.3) ergeben sich unmittelbar Anfangsimpuls p/
und Endimpuls p fiir eine gegebene Bahn.

,  0S(q,q,T) ~08(q,q,T)
p = o7 , p= a4 . (C.10)

In diesem Anhang ist mit a% immer die Ableitung der Wirkung nach dem ersten Ar-

gument, mit a%/ die nach dem zweiten Argument gemeint. Da fiir ein nicht explizit
zeitabhéngiges System die Hamiltonfunktion léings einer gegebenen Bahn den erhalte-
nen Wert der Energie annimmt, ergeben sich durch Ableiten von (C.3) nach der Laufzeit
T die beiden Hamilton-Jacobi-Gleichungen

oS oS S as

Die Gleichungen (C.10), (C.11) konnen alternativ zur Lagrangegleichung dazu benutzt
werden, das Anfangswertproblem fiir ein mechanisches System zu l6sen [49].

C.3 Noethertheorem

Bei der Auswertung der Spur des semiklassischen Propagators spielen Symmetrien eine
besondere Rolle. Das Noethertheorem ist eine Aussage dariiber, wie kontinuierliche Sym-
metrien Erhaltungsgroflen der Bewegung implizieren. Es wird hier im Zusammenhang
mit der Hamilton-Jacobi-Theorie diskutiert. Um es in voller Allgemeinheit herzuleiten,
wird in diesem Unterabschnitt eine explizite Zeitabhdngigkeit des betrachteten Systems
zugelassen. Das System sei einer beliebigen invertierbaren Transformation der Teilchen-
koordinaten () sowie der Zeitkoordinate ¢ unterworfen,

P =)

(C.12)
Q) — Q(t) = F(Q(1),1)
Fiir die Wirkung ergibt sich dann
s= [T LQm. Q. = [ K@) . (1)

’
t1 tl

Die rechte Gleichung definiert die transformierte Lagrangefunktion L', die sich aus L
unter Benutzung der zu (C.12) inversen Transformation und der Substitutionsregel er-
gibt.
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Gleichung (C.13) ist von der Form S[Q] = S'[Q']. Wenn Q(t) Losung der Lagrange-
gleichung zu L ist, ist daher )'(t') Losung der Lagrangegleichung zu L. Q' () beschreibt
dieselbe physikalische Bewegung in anderen Koordinaten. Falls jedoch die transformierte
Lagrangefunktion mit der urspriinglichen geméfl

L'(Q'(t), Q'(¢).¢) = LQ'(¢), Q'(t'),t') + d.QQ'(t), 1) (C.14)

zusammenhéngt, geniigen ((¢) und Q'(t') denselben Bewegungsgleichungen, und man
kann '(t') als neue physikalische Losung der Bewegungsgleichungen auffassen .
Betrachte nun statt einer einzelnen Transformation (C.12) eine k-Parametergruppe
von Transformationen mit lokalen Parametern oq,...,04. Es sei f = f,, F' = F,. Die
Gruppenoperation sei durch Hintereinanderausfithrung von Transformationen, das Eins-
Element der Gruppe (die identische Transformation) durch ¢ = 0 gegeben. f, und F,

seien stetig differenzierbar nach den Parametern, so dafl in der Nahe der Identitét gilt

t = t+@a(t)o,+0(c?)

o ) (C.15)
Q') = Q@)+ da(Q(t), t)ou + O(0?)

Yq and ¢, sind die infinitesimalen Erzeugenden der Transformation. Falls die Lagrange-

funktion unter der durch f, und F, gegebenen Transformationsgruppe invariant geméf

(C.14) ist, gilt fir die Wirkung als Funktion von ¢, ¢, t2, t;

S(q + ¢oc(Q> t2)0aa C]/ + ¢a(q/a tl)o-om t2 + Qpa(t2)0aa tl + Spa(tl)aa)
+ Q(q + ¢a(Q7 t2)aa7 t2 + Qpa(t2)aa) - Q(q/ + ¢a(q/7 tl)aaa tl + ¢a(t1)aa> (016)
= S(q7 qlv t27 tl) + 0(02)

Es ist klar, daB8 aufgrund der Symmetrien im allgemeinen viele Bahnen von ¢, ¢; nach
q, 2 existieren (s.z.B. Kapitel 2.1). Die Wirkung ist deshalb im allgemeinen mehrdeutig,.
Ein Index n, der zwischen verschiedenen Asten der Funktion S unterscheidet, wurde
hier weggelassen. Die Ableitung der rechten Seite von Gleichung (C.16) an der Stelle
o = 0 verschwindet. Ableiten der kompletten Gleichung nach o an der Stelle 0 = 0
ergibt deshalb mit Hilfe von (C.10) und der zeitabhéngigen Version von (C.11):

Jo = %) bal(q,t2) + (% — H(p,q7t2)> ©alts)
q to
of) /’t , a0 /,t o ,
N %) da(d t1) + (% —H(®,q ,t1)> valty) = J'

(C.17)
Da Anfangs- und Endorte und -zeiten beliebig waren, folgt, dal der ,Noetherstrom* .J,
langs jeder gegebenen Trajektorie erhalten ist.

8Q) wird hier nicht als Funktion auch der Ableitungen @’(') aufgefaBt, da L’ sonst zweite Zeitablei-
tungen enthielte, was nach Konstruktion ausgeschlossen ist.
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Die Todakette ist translationsinvariant in Ort und Zeit. Die Zeittranslation wird
infinitesimal erzeugt durch ¢;(¢t) = 1, ¢}(Q(¢),t) = 0,7 = 1,..., N. Sie erfiillt (C.14)
mit 2 = 0. Mit (C.17) folgt, dafl H erhalten ist. Die Ortstranslation wird erzeugt durch
0a(t) = 0, ¢5(Q(t),t) = 1,4 = 1,...,N. Auch sie erfiillt (C.14) mit Q = 0. (C.17)
impliziert in diesem Falle, daf§ der Gesamtimpuls P = p; + - - - + py erhalten ist.

C.4 Zeitumkehrsymmetrie

Betrachte zunéchst wiederum ein System mit im allgemeinen auch zeitabhéngiger La-
grangefunktion. Es sei einer Transformation

t — t'=T—1t |,

o (C.18)
Q) — Q) =Q()

unterworfen, wobei fiir eine gegebene Bahn Q(t) gelte Q(0) = ¢/, Q(T) = ¢q. Die Wirkung

transformiert sich unter (C.18) geméif

s= [ @ nQu.emn.n= [ a#L-Q0.QH. -1 . (€19

und das System ist symmetrisch unter Zeitumkehr, falls fiir die Lagrangefunktion die
Beziechung L(—Q'(t), Q'(t), T —t) = L(Q'(t), Q' (t),t) + d;Q(Q'(t), ) mit einer beliebigen
Funktion Q gilt. Auler Q(¢) ist dann auch die Bahn Q'(t) = Q(T — t) Losung der
Bewegungsgleichung. Es ist Q'(0) = Q(T') = ¢ und Q'(T) = Q(0) = ¢'. Insbesondere
sind alle Systeme, deren Lagrangefunktion nicht explizit zeitabhéngig und quadratisch
in den Geschwindigkeiten ist, zeitumkehrinvariant.

In ihrer Herleitung der Spurformel folgern Dashen, Hasslacher und Neveu (Anhang
A, [16]) fiir ein nicht explizit zeitabhéngiges und zeitumkehrinvariantes System, daf
S(q,q,T)=S(¢,q,T). Dieser Schluf ist unzuldssig. Er setzte die Existenz einer eindeu-
tigen Wirkungsfunktion voraus. Die Zeitumkehrinvarianz fiithrt jedoch zu einer Zweideu-
tigkeit der Wirkung zumindest in der Nédhe jeder periodischen Bahn. Um das einzusehen,
betrachte Abbildung 4. Eine periodische Bahn, die in der Zeit 7" von O nach O fiihrt,
kann im positiven Zeitsinn (+) oder im negativen Zeitsinn (—) durchlaufen werden. Es
seien A und B zwei Orte in der Ndhe von O. Betrachtung des linearen Stabilitédtspro-
blems (s.u.) zeigt, daf es zu jeder Bahn, die in der Zeit T durchlaufen wird, also sowohl
zur Bahn + als auch zur Bahn —, eine dhnliche Bahn mit Laufzeit T" gibt, die an einem
beliebigen Ort in der Ndhe von O beginnt und wieder an einem beliebigen anderen Ort
in der Ndahe von O endet. Das heifit, es gibt eine der Bahn + &hnliche Bahn, die bei A
beginnt und bei B endet, und eine weitere ihr dhnliche Bahn, die bei B beginnt und
bei A endet. Dasselbe gilt fiir die Bahn —. Die zwei Bahnen + und — spalten in vier
Bahnen AB+, BA+, AB—, BA— auf. Es gibt also zwei Bahnen, die von einem Punkt A
zu einem Punkt B fithren. Die Wirkung ist dabei fiir die Bahnen AB+ und BA— bzw.
AB— und BA+ wegen der Zeitumkehrinvarianz dieselbe.
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Abbildung 4: Zweideutigkeit der Wirkung aufgrund der Zeitumkehrsymmetrie.

Es seien die zwei Aste der Wirkung eines zeitumkehrinvarianten Systems mit S, und
S_ bezeichnet. Dann gilt fiir ein nicht explizit zeitabhéngiges System mit (C.19)

Si(q,¢,T)=5_(¢,q,T) . (C.20)

Und die Entwicklung der Wirkung um eine gegebene periodische Bahn mit Anfangs-
und Endpunkt ¢* bis zu Termen zweiter Ordnung nimmt die Gestalt

1 Ai C:t (5(])
Si(q" +3q,q" + 8¢, T) = S.(q", q*,T) + ps(8q — 5¢') + ~ (8¢, ¢
(¢ +0¢,4" +0¢,T) = S:(¢",¢" T) + p=(3q — 0¢) + 5(dq Q)(Ci B:I:) 5q

(C.21)
an. Mit (C.20) folgt daraus fiir eine periodische Bahn

A, C, B CT
= —PD_ y == C22
py =—D (Cf B+) (C_ A_) (C.22)

Die Matrizen A, B, (', bei Bedarf mit einem + bzw. einem — Zeichen genauer gekenn-
zeichnet, sind dabei geméf

%S %S %S

VT 0qdq, YT 0G0 YT 04.0d;

(C.23)

definiert. Sie werden in den folgenden Unterabschnitten benotigt.
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C.5 Das lineare Stabilititsproblem

In diesen Unterabschnitt wird die Dynamik kleiner Abweichungen d¢(t) von einer gege-
benen periodischen Bahn Q(¢) untersucht (s. [62]). Durch Entwickeln der Lagrangefunk-
tion (C.4) um die gegebene periodische Bahn ergibt sich in erster Ordnung fiir dq(¢) die
Bewegungsgleichung

d 0L d 0*L 0?L 0?L
=5, | + = [ —=——05q;(t) | - — 5, (t) — ———6q;(t) =0
dt (a@&@j bt )> dt <8Qia@ ! >> 2q.00, 1"~ agag; 1
(C.24)
Diese Gleichung ist wieder von der Form (C.4), wenn man als Lagrangefunktion des

linearen Stabilitétsproblems (LSP) die Funktion

. Lo a(Z'gaLQ a%aLQ 54@)
LSP T 5(5(]@), 6Q(t>> 92L 92L 5 (t) (C25>
acoa  0qoq’ 1

einfithrt. Die Matrix der Ableitungen der urspriinglichen Lagrangefunktion in dieser
Gleichung sei zukiinftig als Ly bezeichnet. Auf gewohnte Weise kann man auch die Ha-
miltonfunktion des LSPs einfiithren und erhéalt Hamiltonsche Bewegungsgleichungen der

Form
op op
() <o %) o

mit einer zeitlich periodischen 2N x 2N-Matrix H(t) = H(t + T).
Es sei ' = F(t) eine Fundamentalmatrix der Differentialgleichung (C.26). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist G = G(t) Fundamentalmatrix von (C.26), dann gibt es eine reguldre zeitun-
abhéngige Matrix C, so dafl F' = GC.

(ii) F(t+T) ist Fundamentalmatrix, und deshalb gilt F(t+T) = F(t)M. Die regulire
Matrix M heifit Monodromiematrix.

(iii) Da M regulér ist, sind alle Eigenwerte von M ungleich Null.

(iv) Alle Monodromiematrizen sind einander &hnlich. Das heifit, sind M;, My Mono-
dromiematrizen, dann gibt es eine regulire Matrix C, so dafi M; = C~'M,C.
Insbesondere haben alle Monodromiematrizen dieselbe Jordansche Normalform,
also auch dieselben Eigenwerte und dieselbe Determinante.

(v) Sei K eine Matrix, so dafl M = exp(T'K). Die Eigenwerte p von M lassen sich dann
in der Form p = exp(AT) darstellen. Die \’s heilen charakteristische Exponenten
des LSPs, die GroBlen n := AT Stabilitdtsexponenten. In Kapitel 2.5 werden die
von Null verschiedenen Stablitdtsexponenten fiir die Ein-cnoidal-wave-Losung der
Todabewegungsgleichungen berechnet.
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(vi)

(vii)

(viii)

Es gilt das Floquettheorem: Jede Fundamentalmatrix F &t sich darstellen als
F(t)=Pt)e™ | mit P(t+T)=P(t) . (C.27)
Sei J die Jordansche Normalform von K: K = LJL™!. Dann folgt
®(t) ;= F(t)L = P(t)Le"” =:TI(t)e" . (C.28)

I1(t) ist periodisch, II(t + T') = II(¢). Die Spalten der Matrix II seien mit II;
bezeichnet. A{, ..., \,, seien die paarweise verschiedenen Eigenwerte von K mit
Vielfachheiten vy, ..., v,,. Ferner sei i = vy +---+v,_1 + k, 1 <k < v,. Dann hat
die Spalte ®; von ® die Form

B, — Mt (Hi_m(t)t’f—l

Rl Hi(t)> : (C.29)

Fiir ein nicht explizit zeitabhéngiges, hamiltonsches System verschwinden minde-
stens zwei der charakteristischen Exponenten. Die zugehorigen Losungen sind von
der Form

(1) =IL(t) , Do) =IL(O)t +1a(t) . (C.30)

Der Zeitentwicklungsoperator U(t) der Differentialgleichung (C.26) ist das spezielle
Fundamentalsystem fiir das U(0) = 1 gilt. Fiir die Anfangsbedingungen dp(0) =

5p', 5q(0) = b’ ist
()0l

die eindeutige Losung der Gleichung (C.26). Wegen U(t; + to) = U(t1)U(ts) ist
U(T) =: M eine Monodromiematrix des Problems. Mit ép(T") =: dp, 0¢(T") =: dq

gilt
op op'
- M . 32
<5q> <5q’> (©:32)

Die so definierte spezielle Monodromiematrix des Problems wird im folgenden kurz
als die Monodromiematrix bezeichnet.

Es sei Sy der Term zweiter Ordnung in der Entwicklung der Wirkung S(q,¢’,T) um
einen Punkt ¢* auf einer gegebenen periodischen Bahn. Mit den Bezeichnungen des
Unterabschnittes (C.4) gilt

Sy(dq,0q") = %(5q,5q') ( ;r g ) <§5/> : (C.33)
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Dieser Ausdruck ist auf der anderen Seite jedoch die Wirkung fiir diejenige Losung des
LSPs, die in der Zeit T von d¢’ nach dq fiihrt. Sy(dq, 0¢") 148t sich ndmlich schreiben als

’ 1 ’ T T dq
Su(09,0¢) = 5(60.60) ( [ dt QIO L(0Qat) ) () - (C.34)
2 0 0q
Dabei ist Q2(t) geméaf
0Q 09
_ [3d 3¢
o= (2 ) (©35)
dq aq’
definiert. Nach Gleichung (C.25) ist Sy die Wirkung fiir die Bahn (238) = Q2(t) ((;5;1,). Da8

diese Bahn eine Losung der Bewegungsgleichung (C.24) ist, folgt aus der Tatsache, dafl
die Spalten der Matrix ()» Ableitungen der urspriinglichen Bahn (8) nach Parametern
der Bewegung sind (vergl. [62]). Wegen der Linearitét der Bewegungsgleichungen (C.24),
werden diese damit auch von den Linearkombinationen Q(t) (;j,) gelost. Es ist

Q2(0):(0 1[) : Q2(T):(][ 0) : (C.36)

Daraus ergibt sich, dal 6¢(0) = d¢’, dq(T) = dq. Q2(t) ist ein Fundamentalsystem der
Bewegungsgleichung (C.24). Denn angenommen, es wire nicht so. Dann gébe es einen
Eigenvektor ((?;1,) # 0 zum Eigenwert Null, und man hétte 6¢(0) = d¢' = 0 und somit
auch §¢(T) = d6q = 0, was einen Widerspruch darstellte. Da @y also invertierbar ist,
bestimmen die Vektoren (gg%g)) und ((?;1,) einander gegenseitig. Die Losung des LSPs zu
einer gegebenen Bahn ist deshalb eindeutig.

Zusammenfassend gilt: S5(dq, 0¢") ist die Wirkung fiir die eindeutig existierende Tra-
jektorie des LSPs mit d¢(0) = d¢’, 6¢(T) = dq und Flugzeit T. Diese Aussage impliziert
die im vorangegangenen Unterabschnitt beschriebene Zweideutigkeit der Wirkung auf-
grund der Zeitumkehrsymmetrie. In der Néhe einer im , positiven Sinn“ durchlaufenen
Bahn gibt es zwei dhnliche Bahnen, eine von ¢* + ¢’ nach ¢* + d¢ und eine von ¢* + dq
nach ¢* 4+ d¢’. Dasselbe gilt fiir die im ,negativen Sinn“ durchlaufene Bahn.

Die zu dq, 6¢' gehorigen End- und Anfangsimpulse ergeben sich durch Ableiten von

Sy nach dq, 6q¢' zu
op A C <5q>
— C.37

und stimmen mit den Impulsdifferenzen benachbarter Bahnen zu einer periodischen,
wie man sie durch Entwicklung von S(q,q’,T) bekommt, iiberein. Ein Vergleich der
Gleichungen (C.32) und (C.37) macht es nun moglich, die Monodromiematrix M durch
die Matrizen A, B, C, CT auszudriicken:

v ( —A(CT)"t € — A(CT)"'B )

Cotm _iomp (C.38)
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Hier wurde benutzt, da8 die Matrix CT nach Voraussetzung invertierbar ist, da ansonsten
der semiklassische Propagator (C.6) verschwinden wiirde.

C.6 Forminvarianz der Spur unter Koordinatentransformatio-
nen

Bei der Auswertung der Spur des semiklassischen Propagators (C.6) im néchsten Un-
terabschnitt dieses Anhangs kommt einem wesentlich zustatten, dafl das entsprechende
Integral forminvariant unter Koordinatentransformationen ist. Es sei S(q,q’) die Wir-
kung fiir eine gegebene Bahn von ¢ nach ¢'. Betrachte eine Transformation ¢ — =,
q = q(x), und setze

S(z,a") == S(q(x), q(2") = S(a,q) - (C.39)
Dann ist S(z,7) = S(q,q). Es sei J := dx/dq die Jacobimatrix der Transformation.
Dann ergibt sich
0*S(z, x) _ 0*S(q,q') 9g;(z) dq(a")
;0 0qi0q;  Ox; o

9°5(q,q)
—(J Hr Z =2\ 1)
; ( >2k aqkﬁql,

it (C.40)

Daraus folgt

[ "

= [ dg™ | det())

far

Die semiklassische Spur kann deswegen in jedem beliebigen krummlinigen Koordinaten-
system nach derselben Formel berechnet werden.

exp(iS(z,x)/h)

0%S(z, x)
det < O0xox’ )

2

95(q,q exp(iS(q, ¢)/h)

det((J7)™!) det (W) det(J 1)

det <825(q Q)>

9007 exp(iS(q,q)/h) . (C.41)

C.7 Auswertung der Spur in SPA I

In diesem Unterabschnitt wird die Spur des semiklassischen Propagators in SPA aus-
gewertet. Diese Ndherung ist konsistent mit der Ndherung, die bei der Herleitung des
semiklassischen Propagators gemacht wurde. Man hat dazu in Gleichung (C.6) ¢ = ¢
zu setzen und iiber den gesamten Konfigurationsraum zu integrieren. Das heifit, es wird
iiber alle geschlossenen Bahnen integriert. Das g-Integral vertauscht mit der Summe iiber
die verschiedenen Aste der Wirkung. Die diskreten Phasenfaktoren 6, in (C.6) spielen
keine Rolle bei der Auswertung des Integrals. Demzufolge bleiben Integrale der Form

1 N S(q,9)\|?
~ (2nin)® / 1 det( dqdq

exp(iS(q, q)/h) (C.42)
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zu berechnen, wobei S ein beliebiger Ast der Wirkung ist. Die Stationaritédtsbedingung
fiir die Wirkung lautet

dSElc;, a) _ p—p =0 . (C.43)
Die Wirkung ist stationér, wenn die zugehorige Bahn periodisch ist. Das bedeutet aber,
daf} das semiklassische Spektrum, das sich aus der Spur des Propagators ergibt, allein
durch die periodischen Bahnen bestimmt ist. Darauf wurde in diesem Zusammenhang
erstmals von Gutzwiller [33, 34] hingewiesen.

Eine technische Schwierigkeit fiir das weitere Vorgehen ergibt sich aus der Tatsache,
daf} (C.43) nicht blof} an isolierten Punkten des Konfigurationsraums erfiillt ist. Fiir eine
gegebene periodische Bahn gilt ndmlich (C.43) zumindest an jedem Punkt der Bahn.

Es sei nun angenommen, dafl es insgesamt k& kontinuierliche Symmetrien der in Un-
terabschnitt C.3 beschriebenen Art gibt, die Gleichung (C.14) mit Q = 0 erfiillen, die
Lagrangefunktion also im eigentlichen Sinne invariant lassen. Die Wirkung S(q, ¢) hat
dann fiir alle Punkte ¢, die aus einem gegebenen Punkt ¢* durch Anwendung der Sym-
metriegruppe hervorgehen, denselben Wert. Wenn die Gleichung (C.43) fiir ¢* erfiillt ist,
ist sie also auch fiir die so erzeugte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit [' des Kon-
figurationsraums erfiillt. I' sei im folgenden als Symmetriemannigfaltigkeit der durch
¢* charakterisierten periodischen Bahn bezeichnet. Das Integral (C.42) &8t sich nun in
SPA ausfiihren, indem man die Integration zerlegt in eine Integration iiber I' und eine in
jedem Punkt ¢* lokal senkrechte dazu. Dabei kommt einem zustatten, daf3 das Integral,
wie im vorangegangenen Unterabschnitt gezeigt, forminvariant unter Koordinatentrans-
formationen ist. Aus diesem Grunde kann man die Symmetriemannigfaltigkeit I" durch
die Gruppenparameter oy,..., 0, parametrisieren. Die zu o7y, ..., 0 lokal senkrechten
Koordinaten seien mit @y, . .., gy_x bezeichnet. Dann ist das Integral I in (C.42) von der

Form
I=mn® (27T1h / / a <a§1(8 'q)>

wobei ¢ = (o, q) ist. Es sei nun
G=A+C+C"+B . (C.45)

1
2

exp(iS(q, q)/h) (C.44)

G ist nach Konstruktion symmetrisch. Da (C.43) auf der gesamten Symmetriemannig-
faltigkeit, also fiir jeden Wert von o, gilt, gilt dort auch

0?S N 0?8 N 0?S N 0?8
00;0q;  00i0q;  0o;0q; 00,04

00
- (419) ot

0 . (C.46)

(G ist also von der Form
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mit einer (N —k)x (N—k)-Matrix G = A+B+C+CT, von der im folgenden angenommen
wird, daf sie regulédr ist. Die Entwicklung von S um die Symmetriemannigfaltigkeit
nimmt damit folgende Gestalt an:

S=5(",q")+ %Gij(sqiés(jj + 0(53) . (C.48)

S(q*,q*) wird hier aus Gleichung (C.43) bestimmt. Das Integral iiber I't 148t sich nun
in SPA ausfithren. Fiir I ergibt sich

det(C) |?
e (C.49)

I = exp(i(S(q", ¢°)/h — i /2)) <2;n>% [ a0t

In dieser Formel ist y die Anzahl der negativen Eigenwerte der Matrix G. Wegen (C.20)
und (C.22) stimmt der Ausdruck (C.49) fiir ,rechts-“ und ,limksherum* durchlaufene
Bahnen iiberein. Die Zeitumkehrsymmetrie gibt also einen Faktor 2.

Der Quotient der Determinanten unter dem Integral in (C.49) ist keine Grofe, die
sich unmittelbar berechnen liee. Thn durch leichter berechenbare Gréfien auszudriicken
und das verbliebene Integral iiber die Symmetriemannigfaltigkeit auszuwerten, ist die
Aufgabe der ndchsten Unterkapitel.

C.8 Auswertung der Spur in SPA II

Zur weiteren Auswertung des Quotienten der Determinanten unter dem Integral in
(C.49) wird nun zunéchst der Anteil der Determinante der Matrix C', der den im voran-
gegangenen Unterabschnitt erdrterten Symmetrien entspricht, abgespalten. Dabei wird
im folgenden mit Blick auf die Anwendungen auf die Todakette angenommen, dafl aufler
der Translationssymmetrie in Zeit und Ort keine weiteren Symmetrien der oben erérter-
ten Art vorliegen. Die zugehorige Symmetriemannigfaltigkeit ist dann zweidimensional
und wird durch den Bahnparameter 6 (die Zeit), 0 < 6 < 7, und einen Parameter A,
der die Verschiebung des Schwerpunktes beschreibt, 0 < A < L, parametrisiert. Fiir eine
gegebene periodische Bahn ist 7 die Periode eines Umlaufs, L ist die Gesamtlange des
Systems. Mit den Bezeichnungen des Unterabschnitts C.7 ist 0 = (6, \) und J = (H, P).

Ableiten der ersten der beiden Hamilton-Jacobi-Gleichungen (C.11) nach ¢/ und der
zweiten nach ¢; ergibt

2 2 H /
oS5 _ 0S5 _oH_ O (C.50)
0q.00 0q.0T  0q, 0T
2 2
H .
oS _ oS :_8_:8]92 (C.51)
Ferner ergibt sich direkt aus der Definition des Schwerpunktimpulses
oS oS
a — P 9 W —_— _P . (C.52)
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Definiert man nun noch p = g—?, so lat sich die Determinante der Matrix C7 als Jaco-

bideterminante einer Transformation zwischen zwei verschiedenen unabhéngigen Sétzen
dynamischer Variabler, (¢,q¢") — (J,7',¢’), schreiben:

det(CT) = [2({;]; ;1))] _ [W’ﬁ)] o (C.53)

Es versteht sich, dal diese Transformation bei fester Flugzeit T' vorgenommen wird,
dafl also H, P, p’ als Funktionen von ¢, ¢' und T aufgefait werden. Im folgenden wer-
den alle auftretenden Determinanten auf diese Weise interpretiert. Diese Idee geht auf
Creagh und Littlejohn [13] zuriick. Sie bietet eine formal sehr elegante Moglichkeit der
Manipulation der interessierenden Grofien. Mit Hilfe der Kettenregel folgt aus (C.53)

a(J,p',q»] law,p',q/)] l&f] [W]
) - | A I
(©) o, p',q) ]| 00,0, q) 00 |5y L9715y e
Daraus erhalt man
B oJ =T
] Joer e

Vollig analog zu [34] kann man den Quotienten det(G)/ det(CT) zu einer Derterminante
zusammenfassen.

det(@) (T 0 LT 04
det(CT) dt(o (CT)—l)dt(o G )

(C.56)

Von der vorletzten auf die letzte Zeile kommt man durch elementare Umformungen
der Determinanten. Lafit man die Einheitsmatrizen in der oberen linken und unteren
rechten Ecke der Matrix (C.56) weg, so ist die verbleibende Matrix eine reduzierte Form
der Monodromiematrix (C.38). Diese Tatsache 1a8t sich auch direkt nachrechnen. Die
Matrizen A, B, C, CT lassen sich schreiben als

_o
g

: - ~_ 0 O
A= B= C === ct=-—2 . C.57
Y 8q_/ Y aq— ( )

S{ES

p und p’ sind Funktionen der Anfangs- und Endkoordinaten:

p=plo,0,q.q7) , 0 =p(0,07) . (C.58)
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Durch Umkehrung dieser Gleichungen und unter Benutzung des Satzes iiber implizite
Funktionen lassen sich die Eintriage der Matrix in (C.56) wie gewiinscht zusammenfassen.

det(G) - o
W—det(M—][) mit M =

(C.59)

Im folgenden erweisen sich die Abkiirzungen z := (p,q), 2’ == (p',¢), z := (p,q) und
z' .= (p',q) als sinnvoll. Mit ihrer Hilfe erhdlt man

det(M — 1) = [%Lw (C.60)
und daraus
2] - 5], 25, |-l

[0(z — 7, 0,0")

- || 25| (o)

Um diesen Ausdruck durch berechenbare Groflen auszudriicken, bedarf es noch eines
weiteren Konzepts, dessen der verallgemeinerten periodischen Bahnen [13]. Es wird im
néchsten Unterabschnitt zur Verfiigung gestellt.

Zuvor jedoch einige Anmerkungen zu der von Dashen, Hasslacher und Neveu ange-
gebenen Herleitung ihrer Spurformel (Anhang A in [16]): Diese Autoren treffen zunéchst
Aussagen iiber die Struktur der Matrix C' (= (G — H) in ihrer Notation). Diese Ma-
trix sei symmetrisch und blockdiagonal. Sie zerfalle in einen oberen linken Block, der
den Symmetrien entspreche, und in einen unteren rechten, der den Richtungen senk-
recht zur Symmetriemannigfaltigkeit entspreche. Die Symmetrie folgern sie aus Glei-
chung (C.22), indem sie unzuléssigerweise die Zweideutigkeit der Wirkung aufgrund der
Zeitumkehrsymmetrie aufler Acht lassen. Es 148t sich leicht zeigen, dafl nicht nur die-
ser Schluf} falsch ist, sondern auch die Aussage. Die Matrix C ist in den verwendeten
Koordinaten weder symmetrisch noch blockdiagonal. Aus diesem Grund wird hier eine
alternative Herleitung der Spurformel von Dashen, Hasslacher und Neveu versucht. Sie
orientiert sich an den von Creagh und Littlejohn [13] entwickelten Methoden. Es wird
sich zeigen, dafl das Endresultat der von Dashen, Hasslacher und Neveu angegebenen
Formel sehr &hnlich ist, jedoch nicht v6llig mit ihr {ibereinstimmt.

C.9 Verallgemeinerte Dynamik

Betrachte ein mechanisches System mit Hamiltonfunktion H, fiir das k£ unabhéngige un-
tereinander und mit H Poisson-kommutierende Bewegungsintegrale J, . . ., J; existieren,

(I Ty =0 , {H,J}=0 , nm=1,... k (C.62)
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Vermittels der Poissonklammern induzieren die Bewegungsintegrale eine verallgemeiner-
te Dynamik im Phasenraum:

f={Jnz} , n=1,...k (C.63)

Der Punkt bezeichnet in dieser Bewegungsgleichung die Ableitung nach einem Evolu-
tionsparameter A,. Genauso wie man die Dynamik der Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen durch einen Flufl ¢ im Phasenraum via z = ¢r2z’ beschreiben kann, kann man
die verallgemeinerte Dynamik (C.63) durch Fliisse ¢, beschreiben, z = ¢,,2". Dabei
ist z der Punkt im Phasenraum, der aus z’ durch Evolution um A, hervorgeht. We-
gen (C.62) kommutieren die Fliisse ¢y, untereinander und mit dem Fluf ¢r [2, 13].
(C.62) impliziert ferner, dafi die Fliisse ¢, die Hamiltonfunktion invariant lassen. Auf
diese Weise erzeugt jedes Bewegungsintegral J,, eine einparametrige Symmetriegruppe
der Hamiltonfunktion im Phasenraum.

Creagh und Littlejohn betrachten nun die Bewegung eines Punktes 2z’ im Phasenraum
unter EinfluB sowohl der Zeitentwicklung ¢, als auch der Fliisse ¢,,. Sie beschreiben
diese verallgemeinerte Dynamik in einem erweiterten Phasenraum, in dem Punkte durch
Angabe der Phasenraumkoordinate z und der Werte der Evolutionsparameter T, A =
(A, ..., A,) charakterisiert sind. Unter Einflufl der Fliisse findet ein Transport

(2,0,0) — (z=0pr, ... o072, \,T) (C.64)

statt. Bahnen, die unter der verallgemeinerten Dynamik periodisch sind, heiflen verall-
gemeinerte periodische Bahnen. Im néchsten Unterabschnitt werden Transformationen
zwischen verschiedenen alternativen Koordinatensystemen im verallgemeinerten Pha-
senraum und deren Jacobideterminanten betrachtet.

Creagh und Littlejohn behandeln alle Erhaltungsgrofien gleichberechtigt. Sie erwei-
tern den Phasenraum um so viele Dimensionen, wie es von H unabhéngige Bewegungs-
integrale gibt. Im Gegensatz dazu wird hier zwischen Symmetrien, die reinen Koordina-
tentransformationen entsprechen, und solchen, die allgemeineren kanonischen Transfor-
mationen entsprechen, unterschieden. Fiir die Todakette fillt in die erste Kategorie nur
die Erhaltung des Gesamtimpulses P. Die von P induzierte Dynamik ist trivial:

pj:{Pvpj}ZO ) qj:{quj}:l =
pj(taA) = pj(tao) 5 qj(taA) = QJ(tao) +A . (065)

Diese Dynamik entspricht einer reinen Verschiebung des Schwerpunktes mit A.

Ziel der hier unternommenen Anstrengung ist die Abspaltung eines Anteils, der die
nicht verschwindenden Stabilitdtsexponenten der gegebenen periodischen Bahn enthélt,
von der Determinante auf der rechten Seite der Gleichung (C.61). Auf diese Weise wird
eine Quantisierungsformel hergeleitet, in der die Stabilitdtsexponenten Quantenkorrek-
turen zur klassischen Bewegung liefern.
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Creagh und Littlejohn behaupten, daf§ jede Phasenraumsymmetrie und damit je-
des Bewegungsintegral das Verschwinden eines Paares charakteristischer Exponenten
zur Folge hat (s. Anhang D, [13]). Diese Aussage ist abhéngig von der Wahl der Pha-
senraumkoordinaten. Sie ist fiir die Todakette dann richtig, wenn man das System in
Wirkungs-Winkel-Variablen beschreibt. In kartesischen Koordinaten verschwinden nur
die Exponenten, die mit Symmetrien des Konfigurationsraums zusammenhéngen. Des-
halb wird hier nur die von P und H erzeugte verallgemeinerte Dynamik betrachtet.

C.10 Auswertung der Spur in SPA III

Mit Hilfe der im vorangegangenen Unterabschnitt vorgestellten erweiterten Phasenraum-
konstruktion 148t sich die Determinante auf der rechte Seite der Gleichung (C.61) um-
schreiben. Es sei ¥ = (7, A). Dann folgt

z—7,0,0) [0(z — 70,0, %)
oz, J,o) |y oz, J, 0", %)

[0(z — 2 ,0,0", )| [0(2—7,0,0,0)] [0(Z,0,0,])
0(z—7,0,0",J) oz, 0,0, J) a(z', %0, J)

o _82 8(2 _ 2/) 9o
R -W‘| 2_2,’0-70-, [7] 0’,0”7J [a—z‘| 2/,0'/7J ' (066)

Die Jacobideterminanten auf der rechten Seite dieser Gleichung haben alle eine ein-
fache Bedeutung. Betrachte zunédchst den Term, der ganz rechts steht. Halt man Z’, o’
und J fest, so dndert sich o mit ¥ ldngs der durch (z’,¢’, J) charakterisierten verallge-
meinerten periodischen Bahn.

0 = ¢ppro’ = dadpr(N,0') = (N +PT/N+ A0 +T) . (C.67)

Zur Erinnerung: Es war A die Schwerpunktkoordinate, 6 die Zeitkoordinate (s.o.). P/N
ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes. (C.67) impliziert

oo
EIE .

Die zweite Jacobideterminante auf der rechten Seite von (C.66) 148t sich schreiben
als

lw] [ = deM=T) (C.69)

wobei M die von Creagh und Littlejohn definierte reduzierte und linearisierte Poin-
caréabbildung ist. Nach Creagh und Littlejohn stimmen die Eigenwerte von M mit den
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Eigenwerten der Monodromiematrix iiberein, die ungleich Eins sind. Deshalb gilt

[8(2 - 5’)] = I1 | —1f = I 4sin’(n;/2) . (C.70)
a0, J Jj=1

>/
0z e

Die 7; sind die nicht verschwindenden Stabilitdtsexponenten der gegebenen periodischen
Bahn.

Der Kehrwert der ersten Jacobideterminante auf der rechten Seite von (C.66) 148t
sich wie folgt umformen:

op
» OA

laz] _O(H,P) _0H )

aJ ~9(T,A)  oT

T

Zur Auswertung des Produkts auf der rechten Seite dieser Gleichung sind zwei Voriiber-
legungen erforderlich:

(i) Die Transformation

t — t'=t
(C.72)
Q) — Q) =Q(t)+ e
mit e; =1, 7 =1,..., N, erzeugt die Impulserhaltung. Ersetzt man A durch eine
lineare Funktion der Zeit,
A=A =N +tAN=X)/T | (C.73)

so andert sich die Lagrangefunktion der Todakette nur um eine totale Zeitablei-
tung. Die Bahn

Q'(t) =Q(t) + (N +t(A=X)/T)e (C.74)

ist deshalb eine Losung der Bewegungsgleichungen, die vollstédndig innerhalb der
Symmetriemannigfaltigkeit verlduft. Diese Bewegung ist trivial. Der gegebenen
Bahn ist eine Driftbewegung des Schwerpunktes iiberlagert. Ergdnzt man die Zeit-
entwicklung um eine A-Entwicklung, die die Drift des Schwerpunktes kompensiert,
so erhélt man eine verallgemeinerte periodische Bahn.

Es sei ¢* ein Punkt auf einer periodischen Bahn mit Periode 7. Dann gibt es

nach dem oben Gesagten eine Bahn mit Anfangspunkt ¢* + )\, Endpunkt ¢* und

Laufzeit T', die ganz in der durch ¢* und 7' charakterisierten Symmetriemannig-

faltigkeit verlduft. p(q*, ¢* + X, T') ist die Komponente des Endimpulses senkrecht

zur Symmetriemannigfaltigkeit. Da die Bahn ganz innerhalb der Symmetrieman-

nigfaltigkeit verlauft, verschwindet diese Komponente fiir jedes X', und es folgt
op  OoP  0Op

N Ta T 0 (C.75)
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und analog
op 0P op'
S e C.76
ox  o0f ON ( )

(ii) In der Néahe einer durch Anfangs- und Endpunkt ¢* und durch Laufzeit 7" fest-
gelegten periodischen Bahn gibt es eine eindeutig festgelegte verallgemeinerte pe-
riodische Bahn mit Laufzeit 7'+ 67 und unverdndertem Schwerpunktimpuls P.
Denn die Gleichung

p(¢* +0q+ 0N, q*+6q,T+T)=p'(¢" + G+ 0\, q¢*+dq,T+T)  (C.77)

ist in den ersten beiden Impulskomponenten py = g—g und py = P = g—i immer
in erster Ordnung erfiillt. Fiir P ist das klar, da P eine Erhaltungsgroéfe ist. Fiir
pe folgt diese Tatsache aus (C.46) sowie aus (C.50) bis (C.52). Ferner impliziert
(C.77) eine eindeutig losbare Bestimmungsgleichung fiir g als Funktion von §7

und dA:

op ap)éT (C.78)

Hier wurden die Gleichungen (C.75) und (C.76) benutzt. Da G invertierbar ist,
148t sich diese Gleichung nach 0g auflosen. o\ folgt dann aus der Bedingung, dafl

sich der Schwerpunktimpuls nicht &ndert,

or oprP
0P = aTc5T+ a)\d)\—o . (C.79)
Auch hier wurden die Gleichungen (C.75) und (C.76) verwendet. Ergénzt man die
Zeitentwicklung der so bestimmten Bahn um eine A-Entwicklung, die gerade die
Verschiebung des Schwerpunktes um 0\ wieder riickgédngig macht, so erhélt man die
oben konstatierte verallgemeinerte periodische Bahn. Wegen (C.65) bleibt ndmlich
die Periodizititsbedingung in den Impulsen (C.77) unter A-Evolution erhalten.

Betrachte die unter (i) beschriebene verallgemeinerte periodische Bahn. Die Anderung
des Schwerpunktimpulses aufgrund der Drift ist

N&X  NoA OP
S Y

N
-2 (C.80)
T T

Die unter (ii) beschriebene verallgemeinerte periodische Bahn erhélt man, wenn man
im Schwerpunktsystem zu einer periodischen Bahn mit verdnderter Periode T + 07T
iibergeht ?. Es sei E(T') die Energie einer periodischen Bahn im Schwerpunktsystem.
Dann folgt

o
or

_ dE(T)
R al (C.81)

9Im ortsfesten Bezugssystem ist die Bewegung dann nicht mehr periodisch.
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Mit dieser Gleichung, sowie (C.68), (C.70), (C.71) und (C.80) ist die Determinante (C.66)
vollstéandig durch relativ leicht zugéngliche Grofien ausgedriickt. Es ergibt sich

det(C)| %
det(G_’)| T |

H4sm (n;/2) . (C.82)

Dieser Ausdruck ist auf der Symmetriemannigfaltigkeit konstant. Folglich ist das Integral
in (C.49) trivial, und man erhilt als Endergebnis fiir die Spur des Propagators (C.6):

tr (e 7 1T) = 37 Ay Mg, expl(i(Su(T)/h = 6,)) (C.83)

wobei Ay, und A,, geméif

1
2

L7 |N dE,(T)
Ay, = “H\T ar ; (C.84)
. N—2
Ny, = e im0/ IT 12sin(n.;/2)] 7 (C.85)

J=1

definiert sind. Hier wurde bereits ein Faktor 2 aufgrund der Zeitumkehrsymmerie beriick-
sichtigt. Die Summe iiber n zéhlt also alle unter Zeitumkehr indquivalenten periodischen
Bahnen.

C.11  Anmerkungen

Die semiklassische Naherung fiir die Spur des Propagators von Dashen, Hasslacher und
Neveu ist der durch (C.83) bis (C.85) gegebenen zwar dhnlich, weicht jedoch im Detail
von ihr ab. Fiir A; '° geben diese Autoren den Ausdruck

do C.86
(2mih)2 / ( da’'do ) ( )
an. Die Matrix unter dem Integral ist gleich
~ oJ
C:=|— C.87
K (87

und stimmt nicht mit der ersten Matrix auf der rechten Seite von (C.55) iiberein. Wertet
man (C.86) aus, so erhidlt man

1
2

Lt
2mih

N oE
T oT

(C.88)

1:

10Der Index n wird hier unterdriickt.
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Dieser Ausdruck ist mit (C.84) zu vergleichen. Die Zwei im Nenner des Vorfaktors
stammt daher, dafl hier nach Definition die Zeitumkehrsymmetrie nicht eingeschlos-
sen wurde. Der wesentliche Unterschied zwischen (C.88) und (C.84) besteht also darin,
dafl in (C.88) die partielle Ableitung der Energie als Funktion von ¢, ¢’ und 7" nach der
Periode und in (C.84) die totale Ableitung der Energie nach der Periode steht. Diese
beiden Goflen stimmen nicht iiberein. Dashen, Hasslacher und Neveu kompensieren in
ihrer Arbeit [16] ihren Fehler, indem sie unter Milachtung ihrer eigenen Formel die totale
Ableitung verwenden.
Fiir Ay geben Dashen, Hasslacher und Neveu den Ausdruck

(C.89)

an. Dieser Ausdruck wird auch im zweiten Kapitel dieser Arbeit verwendet. Er findet
sich ebenso in den Arbeiten von Gutzwiller [34] und Miller [59]. Um ihn aus (C.85) zu
folgern, hat man die Phasen pu, zu diskutieren. Fiir zweidimensionale Systeme findet
sich eine entsprechende Diskussion bei Gutzwiller [34]. Im allgemeinen Fall besteht hier
nach Ansicht des Autors dieser Arbeit jedoch noch Kldarungsbedarf.

Eine weitere Frage, die untersucht werden miifite, ist die nach dem Verhalten der
Stabilitdtsexponenten unter Transformationen des Phasenraums. Es ist klar, daf sie
nicht unter beliebigen Transformationen invariant sind. Betrachtet man beispielsweise
die Dynamik eines integrablen Systems in Wirkungs-Winkel-Variablen, so verschwin-
den alle Stabilitdtsexponenten. Eine Verschiebung einer Winkelvariablen auf dem Torus
fithrt zu einer Verschiebung der gesamten Trajektorie. Eine kleine Verdnderung einer der
Wirkungsvariablen fiihrt auf einen dhnlichen Torus so, daf3 die gestorte der urspriing-
lichen Trajektorie linear in der Zeit vorauslduft. Es wird hier davon ausgegangen, dafl
die oben verwendeten reinen Konfigurationsraumtransformationen die Stabilitdtsexpo-
nenten nicht verdndern. Diese Annahme wird durch die {iberzeugenden Ergebnisse der
auf ihr beruhenden semiklassischen Quantisierungsprozedur gestiitzt (s. Kapitel 2).

Anhang D: Thetafunktionen

In diesem Anhang werden Thetafunktionen eingefiihrt und klassifiziert. Es werden die
gebrauchlichen Notationen beschrieben und zueinander in Beziehung gesetzt. Alle For-
meln und Darstellungen, die zum Verstdndnis der Arbeit erforderlich sind, werden auf-
gelistet. Als Quellen dienten fiir mehrdimensionale Thetafunktionen der Artikel [20] von
Dubrovin und fiir Jacobische Thetafunktionen das Buch von Whittaker und Watson
[78].

Definition D.1 FEine komplexe, symmetrische g x g-Matriz B mit positiv definitem
Imagindrteil I(B) heifst Riemannmatriz.
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Definition D.2 Sei B eine Riemannmatriz. Fine Riemannsche Thetafunktion 6 : C9 —
C st definiert durch die g-fache Fourierreihe

0(z|B) := > exp{mi(n, Bn) + 2mi(n, z)} . (D.1)
nezd
Die Summation erstreckt sich iiber alle g-Tupel ganzer Zahlen. Die spitzen Klammern
bezeichnen das euklidische Skalarprodukt: (z,y) = >7_; 2,y,. Da B eine Riemannma-
trix ist, ist die Reihe auf der rechten Seite von (D.1) gleichméfig konvergent auf jeder
kompakten Teilmenge von €Y. Deshalb ist 0(z|B) eine ganze Funktion.

Es sei eq,...,e, die kanonische Basis des €%, (e;);, = . Definiere die Vektoren
fj == Be;. Dann gilt [20]:
Lemma D.1 Die Vektoren ey, ..., eq, fi,..., fy sind linear unabhdngig tiber den reellen

Zahlen.

Das heifit, diese Vektoren bilden eine Basis des R?? und spannen ein 2g-dimensionales
Gitter auf. Es wird als Periodengitter der Thetafunktion 6(z|B) bezeichnet, da die Rie-
mannsche Thetafunktion 2g-fach quasiperiodisch in bezug auf dieses Gitter ist:

0(z + N + BM|B) = exp{—mni(M, BM) — 2mi(M, z) }0(z|B) . (D.2)

Eine Verallgemeinerung der Riemannschen Thetafunktionen stellen die Thetafunk-
tionen mit Charakteristik dar. Seien «, 3 € RY reelle Vektoren mit Komponenten o, 3;.

Definition D.3 FEine Thetafunktion mit Charakteristik [o, 3], Ola, 3] : €9 — C, ist
definiert durch die Fourierrethe

Olcr, B)(2|B) == > exp{mi(n+ a,B(n+ ) + 2wi{n + o, z + B)} . (D.3)

nez9

Die Riemannsche Thetafunktion ergibt sich als Spezialfall 6(z|B) = 00, 0](z|B). Es gilt
der Zusammenhang

Ola, B5](z|B) = exp{mi{a, Ba) 4+ 2mi(z + 3, ) }0(z + f + Ba|B) . (D.4)
Daraus folgt mit (D.2), da8
Ola + M, 3+ N](z|B) = exp{2mi(N, &) }b[o, 5](2|B) . (D.5)

Es reicht deshalb, Charakteristiken [o, 3] zu betrachten, bei denen alle «;, 3; auf das
Intervall [0,1] beschriankt sind. Die zu (D.2) analoge Formel fiir das Transformations-
verhalten der Thetafunktionen mit Charakteristik unter Verschiebungen um Perioden
lautet

9[avﬂ](2+ N+ BM|B) = eXp{_Tri<M7 BM> - 27TZ(<M7 < +ﬁ> - <N7 Oé>)}¢9[0[, 6](Z|B)

(D.6)
Fiir Anwendungen ist der Fall, daf} alle «;, 5; entweder gleich 0 oder 1/2 sind, besonders
wichtig.
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Definition D.4 Die Charakteristiken |o, (], fir die alle o;, 3; entweder gleich 0 oder
1/2, sind heiffen Halbperioden. Fine Halbperiode heif§t gerade, falls 4{c, ) = 0(mod2),
sonst ungerade.

Lemma D.2 Die Funktion 0|a, 3](z|B) ist gerade beziehungsweise ungerade, je nach-
dem, ob |« 3] gerade oder ungerade ist.

Folgende Kurzschreibweisen werden in dieser Arbeit benutzt:

Ola, B(z) = O, B)(2|B) , 6o, Bl(2) = 0le, B](2]2B) (D.7)

00](z) = 05,0](z) , @[] :=0[5)(0) . (D.8)

Ableitungen nach dem j-ten Argument werden mit Index bezeichnet:

. L0, B)(z) = 2L 0

= 5 5Bl (D.9)

Fiir eindimensionale Thetafunktionen jedoch wird die Ableitung nach dem Argument
mit einem Strich gekennzeichnet. Fehlendes Argument bedeutet immer Argument gleich
Null.

Fiir Thetafunktionen mit Charakteristik gilt folgendes Additionstheorem [20]:

Ola,(z +w)d[Bel(z —w) = Y. O[22+ 6,7 +¢€](22)0[%52 + 6,7 — €](2w)
20€(Z2)9
(D.10)
Die Summation erstreckt sich iiber alle verschiedenen g-Vektoren ¢ mit Eintrégen 0, 1/2.
Die Fourierdarstellung der Thetafunktionen mit Charakteristik ist nicht die einzig
mogliche Darstellung. In der Tat gibt es eine ganze Darstellungstheorie fiir Thetafunk-
tionen (s. [20] und die dort zitierte Literatur). In dieser Arbeit wird aufler von (D.3) von
der sogenannten Gaufischen Darstellung Gebrauch gemacht, die man aus (D.3) durch
Poissonsummation [74] erhélt.

Ola, 5](2| B) =
= (det(—iB))z ngg exp{—mi{n+ B+ 2z, B (n+ B+ 2)) — 2mi(n,a)}

= (det(—iB))"2 exp {—mi(z, B™'2) + 2mi(a, B)} 0]8, —a](=B~'z| — B™) .
(D.11)
Die Gaufische Darstellung erméoglicht auf einfache Weise den Solitonlimes.
Eindimensionale Thetafunktionen mit Halbperioden als Charakteristiken heiflen Ja-
cobische Thetafunktionen. Fiir sie sind die folgenden Abkiirzungen gebrauchlich (vgl.

120, 78)):

WEAB) = L GEIB) GG =0k OEE)
0a(:IB) = O0.01:1B) . 6a(=|B) = 00, 3)(=|B)
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Das Periodengitter eindimensionaler Thetafunktionen ist zweidimensional in der kom-
plexen Ebene und wird von den Vektoren 1 und B aufgespannt. Bei Verschiebung um
eine Gitterldnge in 1- bzw. B-Richtung werden die Jacobischen Thetafunktionen geméaf
Gleichung (D.6) mit £1 bzw. +u := exp{—miB — 2miz} multipliziert.

91(2) 92(2) 93(2) 94(2)
1-Richtung -1 -1 1 1
B-Richtung | —p o W —

Lemma D.3 Die Jacobischen Thetafunktionen haben je in jeder Zelle des Gitters genau
eine Nullstelle, und zwar in der Reihenfolge 6,(z),. .., 04(2) an den Stellen 0, 1/2, 1/2+
B/2, B/2.

Lemma D.4 Zwischen den Werten der Jacobischen Thetafunktionen an der Stelle Null
besteht der Zusammenhang 0 /02030, = .

Die Jacobischen Thetafunktionen stehen in engem Zusammenhang mit den Jacobi-
elliptischen Funktionen. Das sind doppelt periodische, meromorphe Funktionen mit zwei
einfachen Polen in jeder Zelle ihres Periodengitters. Die Summe der Residuen der beiden
Pole ist gleich Null. Wie aus der oben angegebenen Multiplikatorentabelle ersichtlich,
erhélt man Funktionen dieses Typs als Quotienten der Jacobischen Thetafunktionen.
Die drei gebrauchlichsten Jacobi-elliptischen Funktionen sind gegeben durch

. 93 91(2)
C 0, 0.(2)

. 94 92(2)
C 0, 0,(2)

. 94 93(2’)
05 04()

sn(2Kz) cn(2Kz) dn(2Kz) (D.13)

Dabei ist 2K := w62, K das vollstéindige elliptische Integral erster Ordnung.

Zur Berechnung des harmonischen bzw. klassischen Limes werden in dieser Arbeit die
folgenden Fourierdarstellungen der logarithmischen Ableitungen der Jacobi-elliptischen
Funktionen benétigt (s. [78], S. 489):

01(z|B) >, sin(27nz)

0GB wcot(wz)+4w;m , (D.14)
DL ranen) +ar s CIIOTD o
gigjg; = _27T§1(—1)”csch(nm3)sin(27mz) , (D.16)
gig:gi - —27T§csch(mri3)sin(27mz) . (D.17)
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Darstellungen der logarithmischen Ableitungen, die zur Berechnung des Solitonlimes
geeignet sind, leitet man hieraus mit Hilfe von (D.11) her. Aus (D.11) folgt

0o, B](2| B) _ 2miz 1 0’8, —al(—z/B| —1/B)
0lev, B](2|B) B B3, —al(=z/B| - 1/B)

(D.18)

Setzt man hier auf der rechten Seite die Gleichungen (D.14) bis (D.17) ein, so ergibt sich

01 (z|B)  mi sh(2nmiz/B)

0GB ~ B —2z + cth(miz/B) — nz:l 2B 1 , (D.19)
05(z|B)  mi

neB) B 2z 2nzlcsch nmi/B)sh(2nmiz/B) | (D.20)
04 (2| B) i

_ <z_zz Jresch( nm/B)sh(Qnmz/B)), (D.21)

0, (z| B) i sh(2n7riz/B)
= —2z +th B)—4 — D.22
6.3 ~ B\ 2T hm/B) nzl c2nmi/B _ | (b-22)

Entsprechende Reihendarstellungen fiir die zweiten logarithmischen Ableitungen erhélt
man durch Differenzieren von (D.14) bis (D.17) bzw. (D.19) bis (D.22) nach .

Leider gibt es keine einheitliche Konvention fiir Thetafunktionen. Die hier verwen-
dete Konvention fiir mehrdimensionale Thetafunktionen stimmt mit der in [74], [9]
und [40] verwendeten {iiberein, jedoch nicht mit der Dubrovins [20]. Es bezeichne 6p
die von Dubrovin verwendete Form der Thetafunktionen mit Charakteristik. Dann ist
Opla, B](2miz|2miB) = 0o, B](2| B). Einen Uberblick iiber die verschiedenen Konventio-
nen bei Jacobischen Thetafunktionen gibt die folgende Tabelle:

0,(z|B) 0>(2|B) 03(2|B) 04(2|B)
Whittaker/Watson V(72| B) Uo(mz| B) V3(mz|B) Vy(7z| B)
Dubrovin —16, (2miz|27iB) | Oo(2miz|2miB) | 03(2miz|2miB) | 04(2mwiz|27iB)
Toda (2| B) V(2| B) Y3(z|B) Yo(z|B)

Anhang E: Tensorschreibweise

Um es zu ermoglichen, diese Arbeit ohne Zuhilfenahme anderer Quellen zu lesen, sei hier
kurz die in Anhang B verwendete Tensorschreibweise erldutert. Sie ist dem Buch von
Fadeev und Takhtajan [23] entnommen.

Setze

(A® B)iju = AijBu (E.1)
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Wenn A und B 2 x 2-Matrizen sind, 148t sich damit das Tensorprodukt (A ® B) als
4 x 4-Matrix mit den Spalten- und Zeilennummern 11, 12, 21, 22, geméf

AnB A12B> (E.2)

AR B =
N (Ale AnB

schreiben.Die Poissonklammern zwischen allen Paaren von Eintridgen in die 2 x 2-Matri-
zen A, B lassen sich mit Hilfe der Definition

{A®B}iju = {4, But (E.3)

zusammenfasen, d.h.

N (OA OB 0A OB )
A®B} = R — e ® o E.4
45 nz::l <8pn ¢, 0qn — Opn (E4)

Die Grundeigenschaften der Poissonklammern nehmen in dieser Notation folgende Ge-
stalt an:

(A®B} = —P{BOA}P (E.5)
{A®BC} = {A®B}Y1®C)+ (10 B){A®C) | (E.6)

{A®{B®C}} + PuPu{C®{A®B}}PyuPr
+ PuPi{BO{COANPLPE =0 . (E.7)

P ist dabei der fiir zwei Vektoren n, ¢ € C* durch

P =E@n (E.8)

definierte Permutationsoperator. Es folgt

P’=1 , PA®B)=(B AP . (E.9)
P 1aBt sich durch Paulimatrizen ausdriicken:
1 3
P=3 I1+) o;®0;| . (E.10)
j=1

In dieser Form kennt man den Permutationoperator von der Beschreibung magnetischer
Wechselwirkung. Mit der Konvention (E.2) 148t sich P als 4 x 4-Matrix schreiben,

0
0

E.11
) (E.11)
0

_ o O O

0
1
0
0

o o o
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P13, Pos, P sind analog durch ihre Wirkung auf dreifache Tensorprodukte von Vektoren
1, &, p definiert. Es ist beispielsweise

Pus(n@&E@p) =p@E@n . (E.12)

Anhang F: Der Propagator eines freien Teilchens auf
einem Ring

Betrachte ein freies Teilchen, H = p?/2M, auf einem Ring der Linge L. Die Wellen-
funktionen und Energieeigenwerte sind gegeben durch

wz(q)z%eXp <?q> , El:% , lez . (F.1)
Daraus ergibt sich der Propagator zu
dea-itmig) = 13 o220 e (1B G-)) w2
- (7 -T) =
= Ve () (o o)

Von der zweiten auf die dritte Zeile kommt man mit Hilfe der Identitdt (D.11). Die
Reihendarstellung (F.2) fir die Thetafunktion 5(z) konvergiert nur, falls &(¢) > 0. Der
Limes $(t) — 0+ ist hochgradig pathologisch (s. Kapitel 23 in Schulmans Buch [66]).
Schulman schreibt dazu: ,, The degree of pathology exibited by this Green’s function is
entertaining, especially in view of the elementary nature of this example.“ Das Beispiel
zeigt, wie kompliziert unter Umsténden Propagatoren selbst einfachster physikalischer
Systeme sind. Gleichzeitig zeigt es auch, wie gut semiklassische Naherungen sein kénnen,
denn der semiklassische Propagator (C.6) ist in diesem Falle exakt:

Auf dem Ring werden ¢ und ¢ + L identifiziert. Eine Bahn, die in der Zeit ¢ von
¢’ nach ¢ fiihrt und dabei den Ring [-mal umrundet, wobei das Vorzeichen von [ den
Laufsinn angibt, hat die Wirkung

M(q—q +1L)?
Si(q,q',t) = 4 2qt ) (F.5)
Daraus folgt
2
M
o5 M- (F.6)

dqdq t
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Da die Bewegung keine Umkehrpunkte aufweist, sind die Phasen 6; in (C.6) gleich Null.
Aufsummieren von (C.6) ergibt fiir den semiklassischen Propagator K(q, ¢, t) wiederum
das Ergebnis (F.3). Fiir die Spur ergibt sich

i s i 2mht ML?2 & i mi2r2
—iHE\ _ —ig _ _ Y eh M
tr(e7#) = 37 e7HA =0y <O‘_ML2> “Vomne, &= (E.7)

l=—00

Diese Gleichungen werden in Kapitel 2.1 zur Behandlung der Schwerpunktbewegung der
Todakette benotigt.

Anhang G: Eine alternative Form der Bestimmungs-
gleichungen fiir wy(0) und &

Die Gleichungen (2.80), die nach Division durch v/A wy(0) und & als Funktion von
¢2, k, B bestimmen, sind von der Form

a;wa(0)? +bjwy(0) +¢; =0 , j=23 | (G.1)
wobei die Koeffizienten durch
aj = 0i(r) (G.2)
b = —4iw(0)0i(x) (G.3)
¢j = €20;(2k + k) + e 0;(2k — k) — 4°(0)0) (r) — 20;(r) /A (G.4)
gegeben sind. Somit ist

Ca03 — C3Q9 Cgbg — Cgbg

0) = = — G.5
W2( ) agbg — &362 CoQ3 — C302 ’ ( )

und die Bestimmungsgleichung fiir x lautet
(02&3 - 03a2)2 = —(Cgbg — 03b2)(a263 — 0,3b2) . (GG)

Wie in Kapitel 2.4 lassen sich die Klammern mit Hilfe des Additionstheorems (D.10)
durch die Funktion 6, (z) und ihre Ableitungen ausdriicken. Ableiten der Gleichung (2.54)
nach z ergibt beispielsweise

0, (z 4+ w)0h (2 — w) + 01(z + W), (z — w) = 2(05(22)05(2w) — 05(22)05(2w)) . (G.7)
Mit w = z = k/2 und Gleichung (2.66) folgt daraus

asbs — agby = —4iv(0)(04(k)02(k) — 05(k)05(k)) = —2i0, (k)01 (k) . (G.8)
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Analog lassen sich die anderen beiden Klammern in Gleichung (G.6) auswerten. Zur
Vereinfachung der nachfolgenden Formeln sei noch

Q(z) :=0:(2)/6, (G.9)
gesetzt. Dann ergeben sich am Ende fiir £ und w»(0) die beiden Bestimmungsgleichungen

(2Q(K)Y (k) — 2Q(k + k) — e 2Q(k — K))? (G.10)
= A (k)Qr)(Qk + k) — e 2Q(k — K))
—Q(k)QUr) (€Y (k + k) — 7Y (k - k)
+Q* (R)QUk)(Q (1) — Q7 (0)Q(~)) + 207 (k) (" (k)Q(K) — Q% (k)]
i(2Q(k)Q (k) — €2Q(k + k) — e ' 2Q(k — K))

Diese Gleichungen wurden im harmonischen Limes erfolgreich iiberpriift. Sie sollten fiir
die numerische Bestimmung von s und wo(0) besser geeignet sein als die Gleichungen
(2.81). Fiir reelles g, und k sowie rein imaginédres B und  sind beide Seiten der Gleichung
(G.10) reell und frei von Singularitéten.

Anhang H: Symmetrien der Dispersionsrelation des
linearen Stabilititsproblems

In diesem Anhang wird bewiesen, dal man sich bei der Suche nach Losungen der Glei-
chungen (2.81) auf ko < k; und 0 < k < Bj; beschrinken kann.

Die rechte Seite der Gleichungen (2.81) sei als Fj(k, k1, k2), j = 2,3, bezeichnet. F
héngt aulerdem noch von B;; ab. k als Funktion von Biyp, k1 und ks ergibt sich als
Nullstelle der Funktion

G(Ii, ]{51,]{32) = FQ(H, ]{71,]{72) - Fg(li, ]{71,]{72) . (Hl)

Es werden nun die Symmetrien der Funktion G untersucht.
Die Quasiperiodizitit (D.6) der Thetafunktionen und Lemma D.2 implizieren

0;(2k) = 0,201 — k1)) ., j=23 . (H.2)
Daraus folgt mit (2.52) und (2.53) fiir v, und A als Funktion von k;

v(k) =n(l—k) , A(k) =Al—k) . (H.3)
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(H.2) und (H.3) implizieren schlielich, da8
G(K,, k‘l, k‘g) = G(K,, 1— k‘l, 1-— k‘g) . (H4)

D.h., die Funktion G ist punktsymmetrisch um den Punkt (kq, ko) = (1/2,1/2). Folglich
kann man sich bei der Suche nach Losungen der Gleichung (2.81) beispielsweise auf
ko < k1 beschrinken. Es sei noch angemerkt, da8 direkt aus der Definition von a (2.69)
folgt, dal a(k1) = a(1 — k;) und deswegen fiir Energie und Wirkung der 1-cnoidal-wave-
Losung als Funktion von k; die Beziehungen

E(k) = E(1=ki) , Sk)=501-k) (H.5)

gelten.

Eine weitere Symmetrie der Funktion GG findet man bei der Untersuchung ihres Ver-
haltens bei Verschiebung von s um ganzzahlige Vielfache von Bi;. Es sei m € Z und
B := By;. Dann folgt aus (D.6)

~

deIn(0;(k —mB)) = imm+d.In(0;(k)) , (H.6)

B n(b;(k —mB)) = d2In(b;(x)) (H.7)

e}-(zjﬁ +r—mB) _ exp(i2mmh) ):(2k; + k) | (118)
0;(k — mB) (k)

Wenn n gerade ist, gelten diese Gleichungen fiir ¢ = j = 2, 3, fiir ungerades n gelten sie,
wenn (i,7) = (2,3),(3,2). Diese Fallunterscheidung 148t sich in der Bedingung (—1)" =
(—1)"* zusammenfassen. (H.6) bis (H.8) implizieren

Fi(k —mB, ki, ky — mky) = —m2my + Fi(k, k1, ky) , (=1)™ = (=1)"* . (H.9)
Daraus ergibt sich
G(I{, k‘l,k‘g) = (—1)mG(/€—mB,k1,k2 —mk‘l) . (HlO)

Wenn also x Losung der Gleichungen (2.81) zu gegebenem ki und ky ist, dann 16st
k = k — mB dieselbe Gleichung mit k& = k; und ko = ks — mk;. Alle Losungen von
(2.81), die man auf diese Weise mit Hilfe von (H.10) aus einer gegebenen Losung erzeugt,
fithren jedoch bis auf einen Faktor auf dieselbe Losung des linearen Stabilitédtsproblems:
Mit (H.9) gilt

—_

)

1
Spezifiziert man ferner die Losungen (2.83) durch ihre Parameter in der Form d¢, (t) =
6gn(k27 w2, K3 t)? S0 fOIgt

Wy = wy — M2TV; . (H.

5qn (ko —mky, wy —m2mvy, k —mB;t) = exp(—imm?B +12nmk +i2771)6q, (kg, wa, K3 1)
(H.12)
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was die oben getroffene Aussage belegt. Es gibt also zu jeder Losung der Gleichung (2.81)
eine dquivalente Losung mit der Eigenschaft 0 < k < B. Beriicksichtigt man noch die
Spiegelsymmetrie (H.4), so heifit das, dal man sich bei der numerischen Auswertung der
Gleichungen (2.81) auf k; < ko und das Intervall [0, B) beschrinken kann. Wiinschens-
wert wire der Beweis etwa der folgenden stédrkeren Aussage: Zu jedem Paar ki, ko mit
k1 < ko gibt es eine eindeutige Losung x(B) der Gleichungen (2.81) im Intervall [0, B).
Diese Aussage konnte jedoch nur im harmonischen Limes (s. Kapitel 2.7) gezeigt werden.
Zum Schlu noch eine Anmerkung: Fiir alle m,n € Z gilt trivialerweise

G(K,, k‘l + m, ]{32 + n) = G(K,, k‘l, k‘g) . (H13)
Daraus folgt mit (H.10)
Gk ki, k) = (=1)NG (5 — NB, ki, ko) (H.14)

Die Funktion G ist antiperiodisch in £ mit Periode N B.

Anhang I: Die Dispersionsrelation des linearen Sta-
bilitdtsproblems im harmonischen Limes

Die logarithmischen Ableitungen und Quotienten der Thetafunktionen in (2.81) lassen
sich mit Hilfe der Gleichungen (D.15) und (D.16) im harmonischen Limes entwickeln.
Setzt man 0 := exp(27iB), so erhélt man bis zu Termen linear in ¢ die Entwicklungen

deIn(fy(k)) = —mtan(nk) (I.1)
dIn(b2(r)) = T o (nn) (1.2)
05(2k + k) _ cos(m(2k + K))

92(/.@) cos(mk) ’ (L.3)
deIn(03(k)) = —Amsin(2rk)s | (1.4)
P n(by(k)) = —8m?cos(2mk)d | (I.5)
% — 14 2(cos(2m(2k + k) — cos(2m))S . (L6)

Betrachtet man die Gleichungen (2.81) fiir j = 3 unter der Annahme, da§ £ im harmo-
nischen Limes beschriankt bleibt, so folgt mit Hilfe von (I1.4) bis (1.6), sowie (2.90) und
(2.91) sofort, dal wy der harmonischen Dispersion wy = 2sin(gy/2) geniigt. Setzt man
dieses Ergebnis wiederum in (2.81) mit j = 2, so erhélt man eine Gleichung, die man
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unter Verwendung von (I.1) bis (I.3) in niedrigster Ordnung nach x auflésen kann. Das
Ergebnis ist (2.95). Da s im harmonischen Limes von der Ordnung 1 ist, kann man s
sodann wieder in die Gleichung (2.81) dividiert durch v/A mit j = 3 einsetzen, um die
O(6)-Korrekturen zu wy(0) zu bestimmen. Es stellt sich heraus, daf§ sie verschwinden.

Anhang J: Die Dispersionsrelation des linearen Sta-
bilitadtsproblems im Solitonlimes

Die logarithmischen Ableitungen und Quotienten der Thetafunktionen in (2.81) lassen
sich samtlich mit Hilfe der Gleichungen (D.20) und (D.21) im Solitonlimes entwickeln.
Man setzt ir/B = aN und k; = 1/N und entwickelt fiir grole N. Zur Abkiirzung sei
e := exp(—aN/2) und

A, = 4dsh(a+ik1/2)sh(a) (J.1)
A_ = 4sh(a —iky/2)sh(a) . (J.2)
Dann ergibt sich
d.In(02(r)) = ik1/2+ 2iaNesin(k/2) | (J.3)
deIn(05(k)) = ik1/2 — 2iaNesin(k;/2) | (J.4)
B In(by(k)) = —aN —2(aN)*cos(ki/2) | (J.5)
> In(05(k)) = —aN +2(aN)%cos(ky/2) (J.6)
ég(li +2k1)\ ik 2a
In ( oo ) = v -7 - (J.7)
ég(lﬂ) — 2]{51) o 1K1 2x
ln< ég(ﬁ&) ) = —W—F—eAJr , (J.8)
Os(k + 2k1) ik 2a
In < ég(/{) ) = W - W +eA_ s (J 9)
ég(lﬂ) — 2]{51) o ilﬁ)l 2x

Setzt man diese Entwicklungen und die Ausdriicke (2.107), (2.109) fir A und v im
Solitonlimes in die Differenz der beiden Gleichungen (2.81) ein, so erhélt man eine Be-
stimmungsgleichung fiir x;, deren fithrende Terme von der Ordnung ¢ sind. In fiihren-
der Ordnung 148t sich diese Gleichung nach ; auflésen. Das Ergebnis ist (2.119). Die
fithrenden Beitrige zu ws sind dann von der Ordnung 1 und die néchst hoheren von der
Ordnung 1/N. Fiir w, ergibt sich (2.121).
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